Domace ulohy pre predmet Optimalne riadenie
zimny semester sk.r. 2000—2001

1. Vyrieste lubovolnym spdsobom tlohu ” Optimalne rozdelovanie zdrojov” formulovant
na prednéske pre pripad k=2 a odovodnite spravnost rieSenia.

2*. Naformulujte nasledovny problém ako tlohu optimélneho riadenia. Skuste odhadnut
jeho rieSenie.
Dopravny dispecer vie, ze nasledujici ( 5 diovy ) tyzden mu pride 10, 3, 7, 2, 5 vagénov,
ktoré musi do konca tyzdna vylozif. Na vykladanie mé k dispozicii ¢atu vykladacov, ktori
vylozia jeden vozen za dve hodiny. Ak pracuji viac ako 8 hodin, musi im za kazdd hodinu
nadcéasov vyplatif 15$. Za nevyloZeny vozen plati pendle 20$ za den. Treba rozhodnuf,
ktory den kolko voziiov maju robotnici vylozif, aby nédklady na dodato¢né mzdy a penéle
boli minimalne. Predpokladéame, Ze robotnici pracuju len celé nasobky 2 hodin a Ze z jedného
dna na druhy nezostavaju nedovykladané vagony.

3*. Nasledujicu tlohu naformulujte ako tlohu optiméalneho riadenia.
Stroj na lisovanie §tavy z ribezli sa zanasa a podla toho, kolko bolo na fiom vylisované sa jeho
vykon znizuje, a to tak, ze po kazdom kile vylisovanych ribezli sa ¢as lisovania nasledujiceho
kila zvysi o 20 minat. Vycistenie stroja trva 30 minat. Ribezle st balené po 1 kg, ktory po
nacati treba ihned spracovat. Celkove treba spracovat 5 kg ribezli. Treba rozhodnut, ¢ a
po ktorom kile stroj ¢istit, aby sa ziadané mnozZstvo spracovalo za najkratsi cas.

4. (a) V i-tom obdobi (i > 0) dostaneme dochodok velkosti D jednotiek. Aka je jeho
hodnota v st¢asnosti (nulté obdobie), ak predpokladame, Ze pocas jedného obdobia sa jednej
jednotke pripisuje trok velkosti r.

*(b) Sformulujte a vyrieste spojiti verziu tlohy (a)

5. Pri oznaceni, ktore sme pouzili vo Vete 1 dokazte:

Ak U, X st optimélne riadenie a odozva pre tlohu Do(%¢) a U;, X; st optimédlne riadenie
pre D;(Z;) pripadne iné nez Z;{j, Xj; potom U, X je tiez optimalne riadenie a odozva pre
ulohu DO (j())

6. Metodou dynamického programovania rieste nasledovnu ulohu opt. riadenia:

Tiv1 =T; +u;, 1 =0,1, (]{7:2), ro=1, wu; € <—3,1>,

1
max .J = Zfio(:ci,ui),

1=0
kde fo(z,u)=2*+2u+1; fl(z,u)=12%—-0,5u> —2u— 1.

7*. (a) Napiste rovnicu dynamického programovania (RDP) pre tlohu optimalneho ri-
adenia (UOR) s tcelovou funkciou zavislou aj od koncového stavu, t.j.,

k—1

J(xo,U) = dlax) + > fP (@, ui).

i—0
(b) Ukazte, ze RDP pre UOR s diskontovym koeficientom, kde namiesto
k—1 k—1

J = Zfzo(:cz,uz) mame J = Z(l + 1) (2, w),

1=0 i=0



vyzera nasledovne
Vj(z) = min[f}(z,u) + (1 + )" Vi1 (Fj(z,u))], 5 =0,....k = 1,
Vi(z) =0,Vx € C.

Néavod: Ako vyzerd J;(x;,U;) pre ulohu D;(x;)?
(c) Napiste RDP pre UOR, kde J = S ¥ [(1 4 7) 72 f2(xs, wi)] + (1 +7) " Fd(ap,).

8. Na poslednej prednaske sme riesili tlohu ” Optimalna spotreba” v pripade r = 0, 5;
0=0;k=3;29=3; x3 =2.
(a) Aké je rieSenie tejto ulohy v pripade zaciatoénej podmienky (i) zo = 2, (ii) xg = 4.
Uvedte len vysledok, t.j. optimalne riadenie, jeho odozvu a hodnotu ucelovej funkcie.
(b) Rieste ulohu z prednasky v pripade zmeneného J, pre 6 = 1 a pre vsSetky zaciatocné
hodnoty z¢ z mnoziny {2, 3,4}. Porovnajte a interpretujte rieSenia pre 6 =0 a 6 = 1.

9**  Uvazujme nasledovnu tlohu optiméalnej obnovy auta.
Nech ¥(z) je hodnota istého typu auta starého x rokov a nech ¢(z) st roéné naklady na
udrzbu auta x rokov starého. Za predpokladu, ze sa buda vyrabat stéle tie isté autd, ich
cena a naklady na ich udrzbu sa nebudd s ¢asom menit, treba uréit, kedy kupovat nové
auto, aby celkové naklady nan za dany poéet rokov & boli minimalne. Dalej predpokladame,
ze predaj auta sa uskutocnuje vzdy na zaciatku roku, nikdy nevlastnime auto starsie ako 5
rokov a ze v k-tom roku auto predame.
Sformulujte tlohu ako UOR, napiste program na jej rieenie metédou dynamického pro-
gramovania (v Iubovolnom programovacom jazyku) a pomocou neho néjdite rieSenie pre
pociatoéné stavy (i) o = 0, (ii) ¢ = 1, (iil) g = 2 v pripade, ze k = 10 a

x 0 1 2 3 4 5 x 0 1 2 3 4
U(z) 50 43 37 32 28 24 o(z) 2 2 4 3 5

10. Metédou dynamického programovania rieste nasledovna tlohu

Tiv1=2;+a; —u;, t=1,..5, 1=0, 24=0 wu; € {0712}, z; >0,

5
T + +_1%
min J = ;[(xz +a; — ;)20 4+ (u; —4)730], kde 2T = { 0, 2<0"
kde (a1, ...,a5) = (10,3,7,2,5).
11*. Nasledujtacu tlohu sformulujte ako tlohu optimalneho riadenia a rieSte metédou
dynamického programovania:
D’Artagnan uhana na koni z Pariza do Londyna, aby vojvodcovi Buckinghamskému dorucil
¢o najskor doverny odkaz od kralovnej. Na ceste do Calais mé 3 stanice, na ktorych si méze
vymenit kona. Vzdialenosti medzi stanicami (a medzi PariZom a prvou stanicou a poslednou
stanicou a Calaisom) st od Pariza 50, 30, 40, 50 km. Rychlost kona klesa s ubehnutymi
kilometrami takto:  k - tych 10 kilometrov zabehne za (30 + k) minnt.
Vymena kona trva 13 minat. Treba rozhodnuft, na ktorych staniciach ma D’Artagnan menit
kona, aby do Calais prisiel za najkratsi cas.
12*. Pre UOR (bez ohrani¢eni na riadenie a stav, volny koniec) :
Tig1 = —wy, 1—0,..,k—1, minJ =Y [(u)?+ (2; —u)?]
i=0

najdite hodnotovi funkciu a optimélnu spétna véizbu v pripade (i) £ = 5, (ii) k = co. Néavod:

Pouzite nasledovnil substituciu o; = u; — %:cz



13. V LQ probléme riesenom na poslednej prednaske uvazujte ucelovi funkciu aj s diskon-
tovym faktorom, t.j.
k—1
i=0

Ako bude v tomto pripade vy erat iteracny vztah pre H; a W;? Navod: Pouzite vysledok
ulohy 7.

14*. Predstavme si zariadenie, ktoré pozostava z k do série zapojenych blokov. Jeho
spravna funkcia vyzaduje, aby vSetky jeho bloky bezchybne pracovali. Spolahlivost jed-
notlivych blokov mozno zvySovat paralelnym zapédjanim prvkov v kazdom bloku. Oznacime
¢j(u) pravdepodobnost spravnej funkcie j- teho bloku, ak obsahuje u paralelne zapojenych
prvkov. Nech c; je cena jedného prvku v j-tom bloku. Ulohou je rozhodnit, do ktorého
bloku kolko prvkov zapojit tak, aby pravdepodobnost spravnej funkcie celého zariadenia

bola vicsia ako P a aby cena zariadenia bola ¢o najmensia. Naformulujte tento problém
ako UOR a napiste preti RDP.

15*. Problém stabilizicie narodnej ekonomiky moze byt formulovany ako maximaliza-
cia minimalneho (roéného) narodného dochodku v priebehu k rokov. Takyto problém po-
tom moze viest k UOR nasledovného typu: z;41 = Fj(x;,ui), i = 0,...,k — 1, 29 = a,
maxy J(xo,U), kde J(zo,U) = min{zq,...,z}, ©; = x;(xo,U). Odvodte RDP pre takyto
problém.

16**. Vymyslite zaujimavi resp. vtipnu tlohu z praxe, ktord sa déd sformulovat ako tiloha
optimélneho riadenia a riesif metédou dynamického programovania. Ulohu sformulujte s
konkrétnymi 6fselnymi udajmi tak, aby sa dala v rozumnom ¢ase vyrieSit ruéne pomocou
tabu'l'ky a vyrieste ju.

17. Uvazujme interval [a,b]. Popiste ho ako mnozinu S zadani nerovnostami a uréte

dS(a), 65(b), 05(z), x € (a,b).

18*. Upravte pseudoprincip maxima (formuldciu i dokaz ) pre pripad, ze C = R", t.j.,
pre tlohu bez ohraniceni na cielovy stav.

19*. Ukazte, ze ak C = {x : ' = 31,...,2! = 2!}, kde [ € {1,...,n}, potom z prislusnej
podmienky transverzality dostdvame podmienky d}fjl =..=9Yp=0akle{l,..,n—1}
Ak [ = n, tak je podmienka transverzality prazdna.

20**. Upravte pseudoprincip maxima (formuldciu i dokaz) pre pripad, Ze zaciatoénd
podmienka je dana rovnicou h(xg) = 0. Navod: Uvazujte o J ako o funkcii premennych
(xo,U) s dalsim ohranicenim typu rovnosti h(zg) = 0.

21*%**_ Upravte pseudoprincip maxima pre pripad, Ze cielovd mnozina je dané rovnostami
i nerovnostami C' = {z : g(z) =0, ¢(z) <0}. Navod: Najprv odvodte potrebni analégiu
Vety 1 ( z Kuhn-Tuckerovej resp. Johnovej vety pomocou FarkaSovej lemy), v ktorej iba
¢ast ohrani¢eni typu nerovnosti budu tvorit mnozinu S, pre ktort mame variaény kuzel §.S.

22. Ukazte, ze ak C = {(z},22) € R?| =z} = 22} potom podmienku transverzality je
mo7né zapisat v tvare ;. + 7 = 0.
(b) Najdite podmienku transverzality pre C' = {(z},z%,23) € R3| 22 =3},

23*. Pouzitim principu resp. pseudoprincipu maxima rieste tlohu o optimélnom rozde-

lovani zdrojov formulovant na 1. prednaske. Porovnajte s rieSenim ziskanym metédou
dynamického programovania na prednaske.



24. Napiste podmienky principu resp. pseudoprincipu maxima pre nasledovni tlohu
optimalneho riadenia a vyjadrite z nich u; ako funkciu x, .

1 _ .1 1 _
$i+1—xz‘ +Ui, 513'0—1,

2 _ 2 1 1 2 _ o
Tiq =r; +2x; +xjuy, xg=0, i=0,1,2,

kde —1 < u; < 1. Cielova mnozina je C' = {x3 : 3 = 0} a minimalizujeme

25. Uvazujme systém

11
Tip1 = a; + Ui,

2 _ 2 _
Tiyq = ATy + U,y

kde a € R. Overte podmienku riaditelnosti a najdite (0, k) a (0) v pripade, ze
(a)u; R i —1,...,k—1;
(b) w; € [-1,1],i=0,....,k— L.



