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Predhovor
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1. Uvod do tedrie optimalneho riadenia

Tedria optimélneho riadenia (TOR) ma v slovenéine niekolko ekvivalentnych pomen-
ovani. Niekedy sa oznacuje ako tedria optiméalnych procesov, dynamicka optimalizacia
alebo dokonca dynamické programovanie. V anglictine sa tato tedria nazyva Optimal
Control, v nemcine Optimale Steuerung, v c¢estine Optimalni regulace, v rustine Opti-
malnoje upravlenije.

Tato teoria je zhruba 40 rokov stara a podnet na jej vznik dali rozvoj automatizovaného
riadenia a kozmickej techniky v byvalom Sovietskom zvize. Zakladom tedrie a to najmé
jej spojitej Casti sa stal tzv. Pontrjaginov princip maxima (Pontrjagin, ZSSR), formu-
lujici nutné podmienky optimality pre urcité optimalizacné tlohy. Zaroven na druhom
konci sveta, v USA, ako podnet na riesenie niektorych ekonomickych problémov, boli Bell-
manom formulované urcité principy optimality umoziujtce efektivne riesit niektoré tlohy
tzv. metédou dynamického programovania. Ako sa ¢oskoro ukazalo, takymito ilohami sa
aj niektoré diskrétne tlohy optimalneho riadenia a metéda dynamického programovania
ma suvis s Pontrjaginovym principom maxima.

Poznamenajme, ze metody optimalneho riadenia nasli uplatnenie v mnohych odboroch,
ako si: chemické inzinierstvo, ekoldgia, elektrotechnika, medicina. Vyznamné uplatnenie
najmi v poslednom desatro¢i nachiddza v makroekonomickej tedrii rastu, kde mmnohé
dynamické modely st formulované ako tlohy optimalneho riadenia a prislusna teoria
poméha pri kvalitativnej analyze takychto modelov.

Nebudeme sa teraz snazif vymedzif predmet tedrie optimalneho riadenia. Predstavu
o tom, ¢im sa tato tedria zaobera ziskame v nasledujicich tvodnych castiach, kde sa
abstrakciou z niekolkych konkrétnych prikladov formuluje vSeobecna schéma tlohy OR
v dvoch verzidch diskrétnej a kontinuélnej. V dalSich ¢astiach tohoto textu sa potom
budeme venovat vylu¢éne diskrétnym tloham.

1.1. Priklady

Priklad 1. NajrychlejSie premiestnenie

Na rovnych kolajnickach (na ktorych sme zaviedli dizkovi stiradnicu %) majme v bode
y = 0 v pokoji vozik, ktory chceme z tohto bodu za najkratsi ¢as dopravit do bodu
y =1y > 0 tak, aby v tomto bode zastal. Tazn sila méze nadobudat hodnoty v intervale
[—a, 8], a, B > 0 (zdporné tazn4 sila znamend brzdenie); odpor, ktory prostredie kladie
pohybu vozika, zanedbavame.

Ak teraz u(t) oznacuje taznu silu, ktorou v ¢ase t pdsobime na vozik, z Newtonovho
zakona vyplyva, ze dréha y(t), ktort vozik presiel za ¢as ¢, bude rieSenim diferencidlne;
rovnice

mj =u(t),  y(0)=0,  y(0)=0, (1.1)

kde m oznac¢uje hmotnost vozika. Nasou tlohou je néjst program w(t) posobenia na
vozik, ktory vyhovuje ohrani¢eniam —a < wu(t) < ( (nazveme ho riadenim); pritom
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zodpovedajice rieSenie y(t) rovnice (1), so za¢iatoénou podmienkou y(0) = 0, y(0) = 0
(ktoré budeme nazyvat odozvou riadenia u) ma spliiat rovnice

~ A

y[T) =y,  y(T)=0 (1.2)

a T mé byt miniméalne T > 0 také, pre ktoré mozno pripustnym riadenim dosiahnut
splnenie rovnic (1.2).

Intuitivne je jasné, aky ma mat u(t) tvar: najprv treba vozik maximalnou silou fahat
(u(t) = ) az dovtedy, kym ho este sta¢ime do bodu y; zbrzdit, potom ho treba maximal-
nou silou brzdit (u(t) = —«). Neskor uvidime, ze tento vysledok mozno exaktne dostat z
principu maxima.

Priklad 2. Energeticky optiméalna jazda vlaku

je vlastne modifikaciou prikladu 1. Namiesto vozika si predstavme elektricka loko-
motivu, ktort treba z miesta y = 0 dopravit do miesta y = a za dany ¢as T tak, aby
sa zo siete odobralo minimalne mnozstvo elektrickej energie. V tomto pripade budeme
brat do tvahy aj odpor prostredia, ale predpokladéame, Ze tento nezéavisi od ubehnutej
drahy, ale iba od rychlosti (zodpoveda to pohybu lokomotivy po idedlne rovnej trati);
predpokladame, Ze spotrebovana energia je imerna vykonanej praci

Rovnica pohybu bude mat teraz tvar
mij=u—qy), uel-a/f] (1.3)

kde ¢ je odpor prostredia; nasim cielom je najst riadenie u(t), tak aby jeho odozva y(t)
so zaciato¢nymi podmienkami y(0) = 0, ¢(0) = 0 spliiala y(T) = a, y(T) = 0 a aby praca
vykonana elektrickou energiou

a T
J(u) :/ utdy :/ utydt
0 0

n u, akwu>0
u't =
0, aku<0

kde

(pri brzdeni energiu zo siete neodoberame!) bola minimélna.
Mozeme pridat este dalSie ohranicenie, napr. Ze lokomotiva nesmie prekroc¢if danu
rychlost, t.j. musi platit y(¢) < ~.

Priklad 3. Optiméalna spotreba

Predpokladajme, Ze jednotlivec vlastni kapital, ktorého velkost v kazdom ¢asovom
okamziku ¢t € [0,7] je K(t). Tento kapital prindsa vlastnikovi déchodok o velkosti i K (),
kde i je trhova trokova miera. Vlastnik sa méze v kazdom okamziku ¢ € [0, 7] rozhod-
nat, aké mnozstvo kapitalu spotrebuje. Spotreba C(t) v ¢ase t, prindsa tzitok velkosti
U(C(t)), kde U je dana uzitkova funkcia. Pretoze vlastnik je netrpezlivy a preferuje sko-
rSiu spotrebu pred neskorsou, uzitok je v kazdom casovom okamziku t diskontovany na
veli¢inu e U (C(t)), kde § je mierkou jeho netrpezlivosti. Predpokladame, Ze na zadiatku
procesu mame k dispozicii mnozstvo kapitalu Ky > 0. Ziadame, aby hodnota drzaného
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kapitalu na konci procesu nadobudala predpisant hodnotu K;. Ulohou je maximalizovat
diskontovany uzitok zo spotreby za celé uvazované obdobie.

Spravanie sa procesu spotreby mozno popisat diferencidlnou rovnicou
K(t)=iK(t)—C(t), te[0,T]

s zaCiato¢nou podmienkou

K(0) = Ko

Cielom je najst také riadenie C(t), aby prislusna odozva spliala cielovii (koncovii) pod-
mienku

aby ucelova funkcia
T
J:/‘J”WC®Mt
0

nadobidala maximalnu hodnotu.
Tato tlohu mozno prirodzenym sposobom formulovat aj ako diskrétnu tlohu

Priklad 4. Optimalna spotreba (diskrétny variant)

Predpokladajme, Ze jednotlivec vlastni kapital, ktorého velkost na zaciatku i-teho ob-
dobia, je x;. Tento kapital prindsa vlastnikovi na konci i-teho obdobia dochodok o velkosti
rz;, kde r je trhova trokova miera. Vlastnik sa mo6ze na konci kazdého obdobia rozhod-
nut, aké mnozstvo kapitalu spotrebuje. Spotreba u; prinasa (diskontovany) uzitok velkosti
(hlt S)i Inu;. kde o > 0 je mierkou netrpezlivosti pri spotrebovavani. Predpokladame, ze
na zadiatku procesu mame k dispozicii mnozstvo kapitdlu a > 0. Ziadame, aby hodnota
drzaného kapitalu na konci procesu trvajiceho k obdobi nadobtidala predpisani hodnotu

b > 0. Ulohou je maximalizovat diskontovany tzitok zo spotreby za k obdobi.

V zadani tlohy vystupuju nasledovné tdaje:
x;— kapital na zaciatku i -teho obdobia
ra;— urok (dochodok) za i-te obdobie z x;
r— urokova miera
u; — spotreba na konci i-teho obdobia
In u— zitkova funkcia
(1—41_5)2 In u; — diskontovany tzitok zo spotreby u; v i-tom obdobi

L —a<1

0 > 0 miera netrpezlivosti 115

a > 0— zaciatoc¢ny kapital
b— ziadana hodnota kapitalu na konci uvazovaného procesu

Premennymi velicinami st
i, 1€ {0,1,...,k}, ktord ma charakter casu,
x; mozno brat za stavovi premennt, vyjadruje stav procesu (bankového konta)
u; je vstupom do procesu, bude to riadiaca premennd, jej volbou ovplyviiujeme, riadime
spravanie procesu

Spravanie sa procesu pri prechode z jedného obdobia do druhého opisuje nasledovna
diferenc¢na rovnica

l’i+1:l'i+7’l‘i—ui, ’i:O,...,k—l
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s zaCiato¢nou podmienkou
ro = Q.

Cielom je najst také hodnoty riadenia u;, i = 0, ...k — 1, aby prislusné rieSenie diferencnej
rovnice a zac¢iato¢nej podmienky (t.j. odozva) splitalo koncovii podmienku

l‘k:b

a aby hodnota ucelovej funkcie

bola maximéalna.

Priklad 5. Optiméalne rozdelovanie zdrojov

Predpokladajme, Ze na zaciatku i-teho obdobia (i=0,...,k-1) mame k dispozicii z; fi-
nanénych prostriedkov, ktoré treba rozdelit medzi dva mozné spdésoby pouzitia. Toto
rozdelenie mozno charakterizovaft ¢islom u; € [0, 1] udévajicim pomer prostriedkov pride-
lenych na pouzitie prvym spésobom k celkovému mnozstvu prostriedkov. 7Z daného
mnozstva x; je teda na prvy spdsob pouzitia pridelenych w;z; a na druhy (1 — w;)z;.
Z mnozstva u;x; pouzitého prvym spésobom zostane na konci i-teho obdobia 0.7u;x;
prostriedkov, ale prinest zisk vo vyske 2u;x;. Z mnozstva (1—u;)z; pouzitého druhym spo-
sobom zostane na konci i-teho 0.4(1 — u;)x;, pricom obdrzime zisk 2.5(1 — u;)x;. Celkove
teda na rozdelenie v (i + 1) obdobi bude k dispozicii 0.7u;x; + 0.4(1 — u;)x; finanénych
prostriedkov a celkovy zisk za i-te obdobie bude 2u;z; + 2.5(1 — u;)x;. Predpokladajme,
Ze na zaciatku 0-tého obdobia mame dané g = a > a finanénych prostriedkov. Cielom
je maximalizovat zisk za k obdobi.

Proces rozdelovania prostriedkov moZno popisat ako diskrétny, deterministicky systém,
ktorého stav v i-tom okamihu je urceny vyskou prostriedkov z;. Vstupom do tohoto
systému je veli¢ina u;, ktord ovplyviuje - riadi spravanie sa systému. Preto ju nazyvame
aj riadiacou premennou. Dynamiku systému mozno popisat diferenénou rovnicou

Tit1 = 07u1£€1 -+ 04(1 — ui)a:i, 1= 07 ceey k— 1,
pre ktori mame zaciato¢nii podmienku
o = Q.
Riadiaca premenné musi spliiat ohrani¢enia na riadenie

U; € [O, 1]

Cielom je maximalizovat ucelovt (cenovi) funkciu - zisk

N
Ju

s
I
=
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1.2. VSeobecna schéma iloh optimalneho riadenia

Abstrakciou z prikladov 1-5 teraz sformulujeme vSeobecni schému zékladnej tlohy
optimalneho riadenia v dvoch alternativnych forméach - diskrétnej a kontinualnej. Tato
schéma zahfna v sebe nielen priklady 1-5, ale aj dalsie tlohy, s ktorymi sa stretneme.

Majme objekt (systém), ktorého okamzity stav je popisany bodom z z mnoziny X a
ktorého okamzity vstup je popisany bodom u z mnoziny U ( ak ide o kontinudlny systém,
ziadame X C R™). Spréavanie objektu pozorujeme v Case, ktory je v kontinudlnej verzii
dany hodnotami ¢ € [0, 7], v diskrétnej verzii hodnotami i € {0, ..., k}. Hodnoty bodov
x,u spolu s mnozinami X, U sa tym stavaju zavislymi od casu pricom ich spravanie v
¢ase v kontinuélnej verzii ( v diskrétnej verzii) opisuje rovnica:

z(t) = f(t,z(t),u(t)), t€]0,T], (xiy1=Fi(xi,u;), i=0,...k—1). (1.4)
Funkciu u(t), t € [0,T], (postupnost {u;}, i = 0,...,k — 1), ktord kazdému c¢asovému
okamziku ¢ () priraduje hodnotu z danej mnoziny vstupov U(t), t € [0,T], ({U;}, i =

0, ...,k — 1) budeme nazyvaft riadenim. Riadenie teda spliia nasledovni podmienku (tzv.
ohranicenia na riadenie)

u(t) e U(t), te][0,T], (u; € {U;}, i=0,....k—1). (1.5)
Ohranicenia na stavovi premennu zapiseme v tvare
z(t) € X(t), tel0,T], (r; € X4, 1=0,...,k—1). (1.6)

Spomedzi stavovych ohraniceni osobitne vyc¢lenime ohranicenia na zaciatku a konci celého
procesu. Zaciato¢nou podmienkou nazveme

z(0) € P, (zg € P), (1.7)

kde P C X(0), P je mnozina povolenych stavov na zaciatku procesu v ¢ase t = 0 (i = 0),
tzv. zaciatocnd mnozina.
Koncovou (cielovou) podmienkou nazveme

x(T) € C, (x € O), (1.8)
kde C C X(T), C je dand mnozina povolenych cielovych stavov, stavov na konci procesu

véaset="T (i =k).
Kvalitu procesu mozeme merat ti¢elovou (cenovou) funkciou

T k—1
ﬂWWWﬂjANMWWWt wmmmw=2ﬁmw»um
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kde f° je dani redlna funkcia.

Zvolme riadenie u(t), ({u;}) spliajice (1.5) a zaciato¢ny stav x(0), (o) splitajici (1.7).
Nech z(t) ({z:}) je rieSenie rovnice (1.4) pri zvolenom riadeni so zvolenou zaciato¢nou
podmienkou. Takéto rieSenie nazyvame odozvou na riadenie u(t), ({u;}) a zaciatoény stav
2(0), (z0). Je zrejmé, ze tato odozva moze, ale nemusi splhat podmienky (1.6) a (1.8). V
pripade ze odozva spliia tieto podmienky hovorime, Ze riadenie je pripustné. To znamena,
7e pripustné je riadenie, ktoré spolu so svojou odozvou spliiaji véetky podmienky (1.4)-
(1.8).

Ulohou optimélneho riadenia je spomedzi vSetkych pripustnych riadeni u(t) néjst také
v ktorom tucelovéa funkcia (1.9) nadobiida minimélnu hodnotu. Toto riadenie nazyvame
optimélnym. Pritom T (k) moze byt dané (tiloha s pevnym ¢asom), alebo moZno minimum
hladat aj vzhladom nari (loha s volnym ¢asom).

Poznamky.

1. Stavom nejakého objektu nazyvame takt informéciu o om, ktorej znalost v ¢ase
to spolu so znalostou vstupu na intervale [to,t1], t1 > to plne urcuje stav objektu v
Case t1. Skutocnost, Ze x ma vlastnost stavu v diskrétnom modeli, je zrejmé; aby x
malo vlastnost stavu v kontinudlnom modeli, treba od funkcie f, ako aj od riadeni wu(t)
pozadovat uréitt regularitu, za platnosti ktorej rieSenia rovnice (1.8) existujui na intervale
[0,T] a jednoznac¢ne zavisia od zaciatoénych podmienok.

2. Do vseobecnej schémy mozno zahrnit i tlohy, v ktorych sa hlad4d maximum tak, ze
sa ako ucelova funkcia vezme zaporne vzata maximalizovana funkcia.

1.3. Zakladné problémy tedrie optimalneho riadenia

Samozrejme, prvoradym ciefom tedrie optimalneho riadenia si metédy pre hladanie
optimélnych riadeni. Co v8ak rozumiet pod metédou hladania trochu spresnime.

Uz najjednoduchsie priklady nam ukazu, ze hladanie uzavretych formil pre optiméalne
riadenie je beznadejné. Existencia vysoko vykonnych pocitacov zvadza k predstave, ze
diskretizaciou vSetkych kontinualnych veli¢in mozno prejst na tilohu minimalizacie funkcie
konecného poc¢tu hodnot, ktort mozno riesit prebratim vsetkych moznosti. Ukézeme si
neskor, Ze aj tato cesta je pri trocha zlozitejsich problémoch neschodnd, a to pre velky
rozsah tlohy, ktora takto vznikne.

Snahou tedérie optiméalneho riadenia je vytvorit metdédy, pomocou ktorych by bolo
mozné ¢o najviac zuzit mnozinu riadeni, ktoré prichadzaju do ivahy ako kandidéati na op-
timéalne riadenie, a tym rozsah pripadnej diskretizovanej tilohy systematického preberania
moznosti zzit na tnosni mieru. V numerickych metédach ide zasa o to, nerobif tento
prieskum celkom naslepo (alebo, ako budeme hovorit pasivne), ale cielavedome a tsporne
sa priblizovat k optimu.

Dalsim cielom tedrie je skimaf vlastnosti optimalnych riadeni. Pod tym treba rozu-
miet, Ze chceme niec¢o vyvodit o optimalnych riadeniach bez toho, Ze by sme ich poznali,
priamo z charakteru tlohy (podobne ako v tedrii stability ide o rozhodnutie o stabilite
diferencialnej rovnice bez toho, Ze by sme poznali jej rieSenia). Je to dolezité jednak
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preto, Ze presné optimalne riadenie zriedkakedy vieme najst, jednak ndm takato informé-
cia niekedy moze radikdlne obmedzit mnozinu kandidatov na optimélne riadenie.



2. Dynamické programovanie

2.1. Princip optimality a optiméalna spatna vazba

Uvazujme o diskrétnej tilohe optimélneho riadenia s pevnym casom, ktora je dana
stavovou diferen¢nou rovnicou

Ti4+1 :Fz(m“uz), 2207...,]{5—1,
ohranic¢eniami na stavovu a riadiacu premennu
r, € X;, u; €U

zaciatoénym bodom z , cielovou mnozinou C a tcéelovou funkciou
k—1
_ 0
T(wo, U) = (@i, ui).
i=0

Tuato ulohu v zavislosti od xy ozna¢ime Dg(z¢) a nazveme ju ulohou optimdlneho prechodu
z bodu xg do mnoziny C na intervale [0, k|. Riadenim pre Dy(xg) rozumieme postupnost
U= {ug,...,ux—1}, kde u; € U;, pre kazdé i = 0,..., k—1. Odozvou X = {xg,...,x} na
riadenie U nazyvame rieSenie stavovej diferencnej rovnice pre zvolené U a dany zaciatoény
stav xg. V pripade, ze odozva X = {zg,...,z;} na riadenie I splia vSetky ohranicenia,
tj. x; € X;,1=0,...,k—1az, € C, budeme riadenie U nazyvat pripustngm.

Nasim cielom v tejto a nasledujtcej Casti je odvodit pre Do(zo) nutné a postacujice
podmienky optimalnosti v tvare tzv. Bellmanovej rovnice dynamického programovania.
Tato rovnica dava metddu na riesenie uloh. Princip spociva v tom, ze sa tuloha zaradi
do celého systému tloh a jej riesenie sa dostane postupnym rieSsenim jednoduchsich tloh,
pricom pri rieSeni nasledujicej tlohy sa vzdy vyuzije rieSenie predchadzajucej. Oproti
pasivnemu hladaniu predstavuje tento postup podstatni tsporu a vedie k pojmu opti-
malnej spatnej vizby.

Ulohu Dg(z) vnorime do systému tloh D = {D;(z); j € [0,k —1], x € X;},
kde D;(x) je tloha optiméalneho prechodu z bodu z do mnoziny C' na intervale [j, k]:
spomedzi vSetkych riadeni U; = {w;j,...,ux_1} takych, ze v; € U; (i = j,...,k—1),
ktorych odozva X; = {x;, 2,41, ...,z)} so zaciatotnou hodnotou z; = z spliia ohrani¢enia
x, €X; (i=j,...,k—1)ax, € C, treba najst také, pri ktorom funkcia

k—1

T, Uy) = f (i, us)

1=7

nadobuda minimum.
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Veta 2.1. Bellmamov princip optimality. Ak U = {to, ..., 05, ..., Qp_1},

X = {&o,...,2j,...,2x} je optimdlne riadenie a jeho odozva pre dlohu Dy(Zo), potom
pre kazdé j € [0,k — 1] jeU; = {t;,...,u—1} a X; = {Zj,..., &k} optimdine riadenie a

optimdlna odozva pre ulohu D;(Z ;).

Doékaz. Sporom. Nech pre niektoré j € [0, k — 1] riadenie L?j nie je optiméalne pre tlohu
Dj(Z;). Potom musi existovat pripustné riadenie U; = {ij;,... Ux—1} a jeho odozva
= {i’j, .. .,i‘k} pre Dj(jj), :IA,‘j = CI_)j také, ze

~

k—1
J(a5,U;) = > (&, 1) < Zfo G ti) = J(5,U;)
Z:j 1, ,]

Definujme nové riadenie pre tlohu Dg(Zo) predpisom U = {dig, . .., @Uj_1, g, . -, Uk_1}-
Potom zrejme X = {Zo,...,2;,%j4+1,...,Zr} je odozva na U, riadenie U je pripustné a
plati

J(i‘OJ/_{) < J('%OJ/A{)
a teda U nie je optimélne. [

Pre kazdé j € [0,k — 1] a x € X, definujme I'j(z) ako mnozinu tych u € Uj;, Ze existuje
optimélne riadenie U; = {u,,...} pre tlohu D;(z) také, ze t; = u. Poznamenajme, Ze
pre niektoré j, x méze byt mnozina I';(z) prazdna.

Veta 2.2. Ak U, X je optimdlne riadenie a odozva pre ulohu Dy(Zo), potom plati
t; € I (&;) pre vdetky i = 0,...,k — 1. Naopak, ak pre nejaké riadenie U a jeho odozvu
X plati a; € Iy(&;) pre vsetky i = 0,...,k—1, potom U, X su optimdlne pre ulohu
Dy(o).

Dokaz. Prva cast je priamym dosledkom Vety 2.1. Druht ¢ast dokédzeme tak, ze dokdzeme
indukciou platnost vyroku W; :

Ak U; a X; st riadenie a jeho odozva pre ulohu D;(Z;) spliiajuce i; € I}(d&;) pre i =
jy...,k—1, potom L?j, é\?j st optimalne pre ulohu D;(%;).

Vyrok Wi _1 zrejme plati.

Predpokladajme ze plati W; 1. Dokazeme platnost vyroku W;.

Nech X L{ spliiaji predpoklady vyroku W;, t.j., pre Xj, L[ plati u; € I3(%;),
i=7,...,k—1. Z toho v8ak vyplyva, Ze Ug+1 = {Ujy1,...}, XJH = {#;41,...} spliajt
predpoklady vyroku W, ;. Teda podla indukéného predpokladu I;{j+1 je optimalne riade-
nie pre ulohu Djy1(Zj41).

Na druhej strane, podla definicie I';, z predpokladu u; € I;(Z;) vyplyva Ze existuje
optimélne riadenie U; = {i;, %41, ...} pre Glohu D;(#;). KedZe riadenia U; a U; maju
rovnaky prvy clen, druhy ¢len ich odozvy je rovnaky a rovny % ;4. Z principu opt1mahty
vyplyva R B

Ji1(Z541,Ujp1) = Jjpa (41, Ujta)
a teda aj

J(i“ Z/A{) J(%?Z/_{J)
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Z toho vyplyva, Ze aj Z;{j je optimalne riadenie a vyrok W; je dokazany. L[]

Z vety vyplyva, ze ak v; st lubovolné selekcie z I; , t.j. Tubovolné funkcie v; také,
ze vi(z) € Ij(x),i=0,...,k—1, potom optimalne riadenie pre tlohu Dg(z¢) mozeme
generovat pomocou funkcie v; vztahom

Inak povedané, optimalne odozvy st rieseniami diferenc¢nej rovnice
Tip1 = Fi(@i, (), 1=0,...,k—1

Funkcii v; hovorime optimadlna spdtna vizba alebo syntéza optimalneho riadenia. Nazov
spitna vizba je odovodneny tym, Ze funkcia v; uréuje, ako musi vstup systému reagovat
na jeho okamzity stav, aby ho udrzal v optimalnom rezime.

Hodnota optiméalneho riadenia v urc¢itom ¢asovom okamihu je funkciou iba stavu sys-
tému v tomto okamihu. Inak, na urcenie hodnoty optimalneho riadenia v danom casovom
okamihu nie je potrebné poznat z histérie procesu ni¢ okrem okamzitého stavu, teda ani
zaciatocny stav. Syntéza optimalneho riadenia je koneénym cielom rieSenia tilohy optimal-
neho riadenia. Generovanie optimalneho riadenia pomocou spitnej vizby mé totiz oproti
programovému riadeniu tu velk vyhodu, Ze reaguje na odchylky procesu od optimélneho
rezimu. PresnejSie, ak sa systém nasledkom vonkajsieho vzruchu odchyli od optimalneho
rezimu, riadenie, generované optimélnou spétnou vizbou, bude opét optimélne pre novy
odchyleny zaciatocny stav.

2.2. Rovnica dynamického programovania

Predpokladajme, ze pre kazdé j € [0,k — 1], x € X je splnena nasledovna podmienka:
Ak existuje pripustné riadenie pre D;(z), potom existuje aj optimalne Z/A{j pre D;(z) a
oznacime Vj(x) = J;(z,U;) = min{J;(x,U;); U; pripustné pre D;(z)}. Inak povedané
oznacime Vj(x) minimalnu hodnotu tcelovej funkcie pre tlohu D;(x) (funkcia V' nemusi
byt pre vSetky j, « definovana). Funkciu V; nazyvame hodnotovou funkciou pre systém
tloh D; = {D;(z);x € X,}; funkciu V nazyvame hodnotovou funkciou pre systém tloh
D. 7 definicie V vyplyva

Vi1(2) = min Jy—y (2, Uy—1) = min fRoi (@, up—1) (2.1)

k—1 Ug—1

lebo U1 = {up_1}. Samozrejme minimum berieme len cez pripustné riadenia. Podobne
dostaneme

k—1
Vj(x) = min Jj(z,U;) = min[f7 (z, u;) + > i w)] =
J j i—j+1
min[f7 (@, u5) + Jjs1 (2541, Uj)] = muijﬂbf}l_i?[ff(%uj) + S (@i Up)l = (22)
12



= min(f} (2, u;) + min Jy1 (@51, Uj )] =
= min(f}(z, u;) + Vi (2j41)] = min[f7 (2, 0;) + Vi (Fi(z,uy))), 5 =0,....k—2,

Minimum sa berie iba cez pripustné riadenia, resp. tie u; € U;, pre ktoré existuje pri-
pustné riadenie U; zacinajice s u;. Ak oznacime Vj(z) = 0 pre z € C' mdzeme vztahy
(2.1) a (2.2) zhrnat do vztahu

Vi(e) = min [f0(e, ) + Vit (Fyww)) =0, k—1  (23)

ktory sa nazyva Bellmanova rovnica dynamického programovania. Plati veta:

Veta 2.3. Funkcia V je hodnotovd funkcia a v je optimdlna spdtnd vdzba pre systém
tloh D vtedy a len vtedy, ak si splnené vztahy

Vi(x) = f{(z,v;(x)) + Viga (Fj (z, v;(x))) = L{Iell(% 17 (@, u) + Vi1 (Fj(z, u))]

pre j =0,....k—1 a pre vsetky x, u take, pre ktoré su vsetky vyrazy v predchddzajicom
vztahu definované. Minimum berieme cez tie u, pre ktoré existuje pripusiné U; zacinajice
s u. Pritom Vi(x) =0 prex € C.

Dokaz. Cast ”len vtedy” tvrdenia je uz dokdzana. Cast "vtedy” dokéZeme indukciou.
Pre j = k — 1 veta zrejme plati:

Vi—1(x) = flg_l(vk_l(x)) 4+ 0= min flg_l(:c,u) = min Ji_1(z,u)
ucUy,_1 U1

a teda vk_1(x) = u je optimélna spiitna viizba a Vj_; je hodnotovéa funkcia. Nech veta
plati pre i = j +1,...,k — 1. Chceme dokézaft, ze plati aj pre i = j,..., k — 1.

Nech Vj, Vji1,...,Vi vyhovuja rovnici dynamického programovania, z € X,;. Z in-
dukéného predpokladu vyplyva, ze V;i1,...,V} st hodnotové funkcie pre prislusné tlohy.
Treba este dokazat, ze aj V; je hodnotovou funkciou pre alohy D;. Nech V; nie je min-
imalna hodnota tc¢elovej funkcie pre D;(z). Potom existuje riadenie U; a jeho odozva X
takd, ze J;(z,U;) < V;(z). To znamen4

k—1
Vi(z) > Ji(x,Uy) = fAz ) + Y f2(@ W) = £ (2, 85) + T (i1, Uj) >
i=j+1

£ (@, 05) + Vi1 (Zj41) = £} (2, 05) + Vg1 (Fy (@, 15)) > ulgg'[f;)('%?uj) + Vi1 (Fj(z, uy))]
J J
kde nerovnost pri prechode na novy riadok sme dostali vyuzitim indukéného predpokladu.
Dostali sme spor s tym, ze V;, Vjiq,... spliiali rovnicu a teda V; je hodnotové funkcia.
Nech teraz aj funkcie v;, vj41,..., 051 spliiaji RDP. Zrejme podla indukéného predpok-
ladu v;4; je optimalnou spétnou viizbou. Teda optimalne riadenie ;41 pre Djyi(xj41),
13



kde xj4+1 = Fj(z,vj(x;)), existuje a Vj41(z;4+1) je minimalna hodnota tGcelovej funkcie.
Zostrojme riadenie U; = (v;(x),U;j41). Plati

k—1
TiUy) = £ (@, v5(x) + D [ d) = f(2,0(2) + Viga(@541) = V().
i=j+1

7 toho vyplyva, 7e U; je optimélne riadenie a teda v;(x) € Tj(x). O
2.3. Riesenie uloh

Rovnica dynamického programovania ddva moznost rekurentne pocitat optiméalnu spiatna
viazbu a hodnotovi funkciu ”od konca”. Ukazeme si to na nasledujicich prikladoch.

Priklad 1. Metédou dynamického programovania rieste UOR dant

Tiy1 = T + Uy, 1=0,1,
Tog = 1,
u; € [_37 1]a

1
1=0

kde
Iz, u) = 2% —0,5u® —2u —1,5;  fL(z,u) = 2® + u® + 4u + 3.
Riesenie: Pretoze iloha ma volny koniec, tak Va(z) = 0 pre kazdé x.
Pre k =1 dostavame

Vl(x)ZuGIfl_i:I))ll}(x2—|—u2+4u+3+V2(F)):x2+4—8+3:x2—1,

pretoze funkcia u? + 4u nadobtida minimum v u = -2, t.j. vi(x) = —2.
Pre k = 0 dostavame

Vo(z) = min (2?2 —0,5u® —2u— 1,5+ Vi(z +u)) =

u€[—3,1]
= min (2*—-0,5u* —2u— 1,54 (z +u)> - 1).
ue[—3,1]

Pre zjednodusenie mozme pocitat hodnotovi funkciu Vy(z) priamo v bode xg = 1, t.j.

Vo(1) = uerfl_igll}(l —0,5u® —2u— 1,5+ (1 +u)?—-1) =

= min 0,5(u*—-1)=-0,5
UG[—3,1}

a toto minimum sa dosahuje pri vy = 0 Vypocitajme teraz odozvu na riadenie. Pretoze
29 = 1, ug = 0, tak 1 = 29 +up = 1 +0 = 1 a pretoze u; = vi(x) = —2, tak
$2:$1+U1:1—22—1

Optimalne riadenie a odozva teda st

U = {ug,u;} = {0, —2}; X = {zg, 1, x5} = {1,1, -1}

14



Priklad 2. Optimalne rozdelovanie zdrojov.
Ulohu sformulovant v prvej kapitole budeme riesif v pripade k = 2.
Upravou vyrazov v diferenénej rovnici a v ti¢elovej funkcii dostavame nasledovnii tilohu

Ti+1 = O, 3u1:c2 + O, 4£Ui, 1= 0, 1

u; € [O, 1]

zo=a>0

1
minJ = [0, bu;z; — 2, 54).
=0

Pretoze uloha je s volnym koncom, je Va(z) = 0 pre kazdé x.
Pre k = 1 a Iubovolné x > 0 dostavame

Vi(z) = min [0,5uix — 2,52 = =2, bz,
ule[O,l}

pretoZze minimum rasttcej linearnej funkcie sa dosiahlo v Tavom koncovom bode intervalu,
t.j. vui(z) =up = 0.
Pre k =0 a * = a dostavame

Vo(a) = uj‘gﬁ&ﬂfg(“’ up) + Vi(Fo(a, uo))] =

min [0, 5upa — 2,5a — 2,5Fy(a,ug)] = min [0, bupa — 2,5a — 2,5(0, 3uga + 0,4a)] =
UOE[O,l] UOE[O,H

min [0, 5upa — 2,5a — 0, 7Tbuga — a)] = min [—0,25upa — 3, 5a)] = —3, 7ha
up€[0,1] up€[0,1]
kde minimum sa dosiahlo pre vg(a) = ug = 1.
Optimélne riadenie uvedeného systému na dobu dvoch obdobi je teda dané tymto
pravidlom: v prvom obdobi je treba pouzit vSetky prostriedky prvym spdsobom a v
druhom obdobi vsetky ostatné prostriedky druhym spésobom.

Pre uvedené dva priklady bolo mozné vypocitat optimalnu hodnotu tcelovej funkcie a
optiméalnu spitna vizbu z rovnice dynamického programovania analyticky. Toto je vSak
maélokedy mozné a tieto dva priklady st do urcitej miery ”Skolské” , umoziujtce si overit
pochopenie hlavnej myslienky metddy.

Nasledujuci priklad je iného druhu. Predstavuje velmi jednoduchy variant rozsiahlej
triedy tloh optimalnej obnovy a je pre nas pou¢ny hlavne z dvoch dévodov. V prvom rade
uvidime, ze hodnoty riadenia v tomto priklade nemaju c¢iselny, ale logicky charakter. Na
druhej strane si na tomto priklade ukazeme metodiku priameho rekurentného vypoctu
hodnotovej funkcie a optiméalnej spdtnej vizby pre tlohy s koneénym poc¢tom hodnot
stavu a riadenia.
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Priklad 3. Stroj na lisovanie §tavy z ribezli sa zanaSa a podla toho, kolko bolo na nom
vylisované sa jeho vykon znizuje a to tak, ze po kazdom kile vylisovanych ribezli sa cas
lisovania nasledujiceho kila zvysi o 20 minat. Vycistenie stroja trvad 30 minat. Ribezle
si balené po 1 kg, ktory po nacati treba ihned spracovat. Celkove treba spracovat k kg
ribezli.

Pouzitim metédy dynamického programovania rozhodnite, ¢i a po ktorom Kkile stroj
Cistit, aby sa ziadané mnozstvo spracovalo za najkratsi ¢as.

Sformulujme problém ako tlohu optimélneho riadenia. Je to mozné urobit viacerymi
sposobmi aj preto, ze tloha nie je dostatocne sformulovanda. Zo zadania nie je napriklad
jasné, ¢i na zaciatku méame k dispozicii ¢isty stroj, alebo ¢ uz na fiom bolo niekolko kil
ribezli vylisovangch, & na konci musime stroj vyéistif a pod. Ulohu teda doformulujeme,
a budeme predpokladat, ze na za¢iatku mame stroj, na ktorom bolo vylisovanych (po
poslednom ¢isteni) a > 0 kilo ribezli a na konci nechame stroj nevycisteny.

Zavedieme nasledovné oznacenia:

1— poradové cislo kilogramu, ktoré sa lisuje, : = 1,...,k

x;— pocet spracovanych kg od posledného cistenia pri lisovani i-teho kg

u;— stroj ¢istime u; = C alebo neéistime u; = N pred spracovanim i-teho kila

Casova postupnost krokov v i= tom intervale je teda nasledovni. Najprv mame infor-
maciu x; o stupni znecistenia stroja. V zapati pride nase rozhodnutie u; o Cisteni resp.
necisteni a pripadne sa stroj vycisti. Potom nasleduje lisovanie - teho kila a nakoniec si
poznacime, Ze na stroji bolo od posledného cistenia vylisovanych x;,1 kilo ribezli. Pre
dant dlohu teda dostaneme diferenént rovnicu

r;,+1, akwu, =N
Ti+1 = { ’ ’ 1= 1,...k‘,

)
1, ak u; = C
zaciatocnu podmienku
r1=a >0,
koncovtu podmienku
ka1 volné

a ucelovu funkciu

k

J = Zfi()('xivui)? kde [ (@, us) = {

=1

30, ak U; = C
201‘@ ak U; = N ‘

Vsimnime si, Zze sme dostali ulohu, s koneénym poctom hodnét Tato tlohu uz nie
je mozné rieSit analyticky, ale pouzijeme rekurentni schému uvedeni ako Tabulka 1
na nasledujicej strane, pomocou ktorej natabelujeme prislusné hodnoty vstupujice do
rovnice dynamického programovania postupne, zacinajuc od konca, t.j. od ¢ = k + 1.
Ked je tabulka vyplnend, mozeme z nej vycitat optimélnu hodnotu tcéelovej funkcie a
zrekonstruovat optimélne riadenie a jeho odozvu. Optimélnu hodnotu tcéelovej funkcie
pre zadiatoéni hodnotu a = ¢ pre¢itame v stipci V;(z), pre hodnotu i = 0 a x = a. Pos-
tupne od konca tabulky smerom nahor nijdeme aj optimélne riadenie(a) a jeho odozvu.
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Kvéli jednoduchosti budeme tlohu riesit pre pripad k =5 a a = 0. V tomto pripade
vyjde optimélna hodnota tcelovej funkcie V5(0) = 100 a optimélne su az tri riadenia:

U ={N,C,N,C,N}, x;=1{0,1,1,2,1,2}

U, ={N,N,C,C,N}, X =1{0,1,2,1,1,2}
Us ={N,N,C,N,C}, X3=1{0,1,2,1,2,1}.

Tabulka 1.
i ou o fi(zu) F(zou) Vi F) o Vile)  vi(z)
6 0

e w0
P N I
I IR
A e
IRl Nonnw
pa Cmo L menew
NI R 0is0_r0
g p Cm 1 memom
3 N G 4 mimene O C
JuCIi e W Ne
PR R et U
2 s OB 1 memom

.......... G R G gy
L [of 0 0 + 100 = 100
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Priklad 4. Na priklade o optimélne spotrebe z Odseku 1.1 si ukdZzeme ako mozno
pouzit metédu dynamického programovania na rieSenie tiloh s kontinuélnym charakterom
stavovych resp. riadiacich premennych. V tomto priklade kontinualne veli¢iny nahradime
diskrétnymi tak, aby stavova premennd nadobidala iba hodnoty celych ¢éisel. Ulohu
budeme riesit pre pripad » = 0,5, k = 3, § = 0, g = 3 a 23 = 2. Dostaneme tak
nasledovnu tulohu:

Tit1 =1,bx; —u;,, uw; >0, x2;€N, 1=0,1,2,3
o = 2, T3 = 2,
2
min J = Z(— In ;).
=0

Pre takuto tlohu dostaneme nasledovni tabulku:

Tabulka 2.
e O(xu) y 'E.(':z;,.ﬁ). ........... fo +V+1(F) .............. V(x) ..... v(:c)
;3,“ .................................................................... qrs
e g TS j PSSR s -
2 2,5| —In2,5 0—In2,5=—In25 ~In2,5 [2,5
2 4 4 —1In4 2 0—In4=—In4 —1In4 4
s S RSN j RS s -
0,5 —1n0,5 4 —In0,5—1In4=—1In2
1 1,5 -Inl,5 ~In1,5-In2,5=-In3,75  —In3,75 |[L,5
2.5 —In2,5 2 —In2,5—-0=—1In25
1 —Inl 5 0—1In5,5=—1In5,5
L4y Ths 3 Cmoemesoomrs  hmS 2
4 —1In4 2 —In4—-0=—1n4

4 —In0,5—In8 = —1n4
0 1,5/ —Inl,5 —In1,5—In3,75=—1Inb5,625 |—1Inb5,625| |1,5
2 —In2,5—-0=—-1In2,5

Z jej hodnot vycitame, ze optimélna hodnota tcelovej funkcie je Vp(3) = —1Inb5,625,
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optimélne riadenie je U = {1,5;1,5;2,5} a jeho odozva je X = {3, 3, 3,2}.

2.4. Poznamky

V pripade, ze X; = X, U, = U su konecné mnoziny nezavislé od i, mozno vypocet
pomocou rovnice dynamického programovania schematicky znazornit nasledovne:

1. Read k, X, U, C, Fi(x,u
if z€Cthen Vi(z):=
if x¢Cthen Vi(x):=

2. For j=k—1,...,0 do

For e X do
For weU do

)7 f@o(xvu)7 Zo
0

17 = (w,u)
Fj = F;(x,u)
. 40

vj(x) := argmin, g;(u)
3. Set zj:=x¢
For j57=0,....,k—1 do
vy = ()
write 7, v, T;
Tjy1 = Fj(z;,v5)

Predpokladajme, ze pocet prvkov mnoziny X je p, pocet prvkov mnoziny U je g¢;
dalej, Ze cielovd mnozina C' aj zaciatoéna mnozina P je jednobodova. Ak by sme hladali
optimélne riadenie pasivne prebratim vSetkych moznosti, potom by sme museli urobit
rddovo ¢ vypoctov funkcii f0, F;. Pre rekurentny vypodet podla schémy v prilohe ich
treba radovo kpq. Pri vacsom pocte krokov k£ to znaci podstatna tisporu. Poznamenajme
vsak, Ze za tuto usporu platime vys$$imi pamédtovymi narokmi. Zatial ¢o pri prehladévani
vSetkych moZnosti si pamitame iba posledni najlep$iu moznost, v pripade rekurentného
vypoc¢tu podla Bellmanovej rovnice si musime pamétat hodnoty V;(x) pre vsetky x a j,
t.j. spolu kp hodnét. Uspora v poéte vykonangch operacii sa prejavi vyraznejsie, ak ide
o ulohy so stavmi, opisanymi vektormi, ktorych zlozky maju kontinualny charakter. Ak
totiz kazdu zo zloziek diskretizujeme do N hodnét a dimenzia vektora je n, dostavame
vypoctov i pri pouziti metédy dynamického programovania taky velky, Ze sa nedé zvladnut
ani vysoko vykonnym pocitacom.

Ak ide o diskretizaciu tlohy s kontinualnym charakterom stavu, casto treba pri vypocte
V; pouzit hodnotu Vj4; v takom bode, ktory nie je tabelovany. Vtedy treba bud interpolo-
vat alebo zaokruhlovat F;(z,w). Pri rieseni kontinualnych tloh diskretizaciou dostavame
vo vSeobecnosti len priblizné riesenie povodnej tlohy. Cim hustejsiu sief diskretizacie

.....
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vypoctové naroky.

Prave tak, ako sme optiméalnu spéatni vizbu konstruovali rekurentne pre j klesajice
("zozadu”), mohli by sme ju konstruovat aj pre j rastice spredu. Vyplyva to z modifikacie
principu optimality. Urcité drobné komplikacie formalneho charakteru vznikaju tym, ze
funkcia F' nemusi byt pre pevné u jednoznacna. Pric¢ina toho, preco sa V; konstruuju
vécsinou zozadu mé vsak hlbsie korene a stvisi s interpretaciou v; ako optimalnej spitne;j
vazby, ¢o sa markantne prejavi v stochastickom dynamickom programovani, kde uz postup
obratit nemozno.

2.5. Autonémne tlohy s volnym ¢asom.

Ulohy na nekonecnom horizonte.

Rovnicu dynamického programovania sme odvodili pre neautonomnu tlohu s pevnym
casom, t.j. pre ulohu:

Ti4+1 ZFZ(IL’Z,’U,Z), ’iZO,...,k—l, k dané
r; € X5, wu; €U;
Tro = To, xp€C
k—

SU(), E ':Elvuz

=0

Pre ttto tlohu sme odvodili funkcie V;(z), v;(x), ktoré v skutocnosti zaviseli aj od k, t.j.
mali sme vlastne funkcie Vi (z), v, (z), len sme tam k neuvadzali, lebo bolo doteraz
stale to isté - pevne zvolené.

Autonomne 4lohy su ulohy, v ktorych F;, f0, X;, U; nezéavisia od i, t.j., pre vSetky i
su stale tie isté, nemenia sa s casom. Autonomne ulohy s pevnym casom sa Specidlnym
pripadom neautonémnych dloh s pevnym ¢asom a teda celd tedria Vety 2.1-2.3 ostavaju
v plnom rozsahu v platnosti. Z autonémnosti tlohy vSak nevyplyva autonémnost funkcii
Vi k(x), v;1(x). Tieto viak budi zavislé len od dlzky [, k]:

Vik(®) =Vi—j(x), vjk(x) =vk—;(2).

Ulohy s volngm c¢asom sa tlohy, v ktorych nie je k vopred dané. V tychto tlo-
hach sa teda optimalizuje aj vzhladom na k. Riadenim st konec¢né postupnosti typu
{ug, .oy Uy ooy ug }, u; € Uy Vety 2.1 a 2.2 platia aj pre tlohy s volnym ¢asom. Dokazy st
len malou obmenou dékazov pre tlohy s pevnym ¢asom. Funkcie Vj (), v; 1 (2) nezavisia
od k, ani od dlzky intervalu [4, k], st funkciou len konkrétneho j (' a x). Veta 2.3. vsak
plati len ako nutnd podmienka, pritom nevieme definovat Vi (x) a teda ziskany rekurentny
vztah nemé v pripade neautondmnej ulohy s volnym casom prakticky vyznam. V tomto
pripade musime teda pre kazdé pevne zvolené k riesif ilohu s pevnym ¢asom na [0, k| a
spomedzi takto ziskanych rieseni vybrat to, v ktorom ticelova funkcia nadobtida najmensiu
hodnotu.
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Autonomne ulohy s volnym casom. Situécia je trochu ind v pripade Ze je tloha s
volnym ¢asom autonémna. Funkcie Vj i (z), v, x(z), teraz uz nezavisia ani len od j, t.j.

Vik(x) =V(z), wvjr(z)=0(x).

Podobnymi tivahami ako sme odvodili rovnicu dynamického programovania pre tilohu s
pevnym casom, dostaneme, ze ze ak V' je hodnotova funkcia a v je optimélna spétna
vizba, potom V, v vyhovuju funkcionélnej rovnici

V(z) = f2(z,v(2)) + V(F(z,v(z))) = gleig[fo(% u) + V(F(z,u))]. (2.4)

Téato funkciondlna rovnica uz nie je rekurentnym vzfahom, a teda neddva névod na
vypocet funkcie V. Navyse, (2.4) je len nutnou podmienkou, postacujicost uz nie je
zrejmé a vo vSeobecnosti ani neplati.

S podobnym problémom sa stretavame aj pri autonomnych ulohdch s nekonecnym
horizontom. Tak sa nazyvaju tulohy optimalneho riadenia ekonomického charakteru, v
ktorych T' = oo a riadeniami st nekoneéné postupnosti typu {ug,...u;, ...}, u; € U;. Tu
samozrejme treba zarudit, Ze minimalna hodnota tcéelovej funkcie je koneéné, ¢o sa niekedy
dosahuje zavedenim ”diskontového koeficientu” o = lir <1 (r > 0) do tcelovej funkcie,
ktoré bude mat tvar

o0
J = Zo/fO(mi,ui). (1.9a)
i=0
Diskontovy koeficient sltzi na prepocet hodnoty v i-tom roku na hodnotu v 0-tom roku
pri arokovej sadzbe 1007 percent. Lahko sa da ukézat, Ze pre ilohu optimélneho riadenia
s ucéelovou funkciou (1.9a) mé rovnice dynamického programovania tvar

V(z) = Oz, v(z) + aV(F(z,v(z))) = gleig[fo(w, u) + oV (F(z,u))]. (2.4a)

Pouzivaju sa dve techniky na rieSenie funkcionalnej rovnice (2.4a):
(a) Aproxzimdcie v priestore hodnotoviyjch funkcit.

- Zvolime V©)(z)

- S danym V(® riesime tlohu na minimum

min(f°(z,u) + VO (F(z,u))] = [f*(z,vO (@) + aV O (F (2,0 (2)))];

Dostaneme v(? (z)
- Polozime

V() = [f2(x, 0V (2)) + VO (F (2,0 (x)))];

atd.
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(b) Aprozimdcie v priestore riadend. - Zvolime v(9)(z) - S danym v(?) riesime funkcionalnu
rovnicu pre V(9 (z):

VO(z) = Oz, 0(2)) + aVO(F (2,0 (2))).
Dostaneme V(¥ (z). - Nové v(1) dostaneme riesenim

min(f°(z,u) + VO (F(z,u))] = [f*(z,vV (@) + aV O (F(z, vV (2)))];

-atd ( v(M) pouzijeme na vypocet V1)),

Poznamenajme, Ze vo vSeobecnosti nie je zarucené, ze uvedené dve techniky konverguju,
resp. ak konverguju, Ze konverguju ku rieSeniu (4) a toto rieSenie je aj hodnotovou
funkciou. Existuju vsSak triedy tuloh, pre ktoré je pouzitie niektorej z hore uvedenych
technik plne zd6vodnené.

2.6. Linearne-kvadraticka uloha

Rovnica dynamického programovania dédva moznost rekurentne pocitat optimélnu spét-
nu vizbu a hodnotova funkciu "od konca”. Analyticky je to vsak mozné malokedy;
okrem nasledujtceho prikladu linearne-kvadratickej ilohy bez ohraniceni, ktora je dolezita
jednak pre numerické metody, jednak pre stochastickii tedériu riadenia, st zname len
ojedinelé konkrétne tlohy, kde je to mozné.

Uvazujme tlohu optimdalneho riadenia danu diferenénou rovnicou

Ti+1 :Azxz+Bzuz, iIO,...,k—l,

kde z; € R", u; € R™, A; s matice typu (n x n) a B; s matice typu (n x m). Ucelova
funkcia je

e
I
—

J = (%TQzSCz + uzTRiui)v

s
Il
o

kde R;, @; st symetrické matice typu (n xn) a (m xm), pricom R; > 0, Q; > 0. Uloha je
bez ohrani¢eni na riadenie a stavovi premenni, s volnym koncom, t.j. U; = R™, X, =
R™, C = R™. Tato tlohu budeme nazyvat linearne kvadratickou tlohou a oznacovaft
(LQ).

Aplikujic rovnicu dynamického programovania na tuto tlohu dostavame, ze Vi (z) = 0
pre kazdé x a pre k — 1 plati

Vie1(z) = min[z7 Qp_12 + v Ry_1u] = 27 Q12 + min[u’ Ry_1u] = 27 Qp_12
u u

pretoze Rr_1 > 0;  z toho stcasne vyplyva, Ze vp_1(z) = 0.
Vidime, ze pre j = k—1 je Vi_1 kladne semidefinitnd kvadraticka forma, z coho mozno
usudzovat, ze to bude aj pre j < k—1. Dokazeme to indukciou a sti¢asne dokazeme, ze v;
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je lineérna funkcia z, wv;(z) = H;z. Predpokladajme teda, ze V;11(z) = 27 W, 12, kde
W11 je kladne semidefinitnd. Hladajme rieSenie Bellmanovej rovnice v tvare V;(x) =

Jj+1] J J
xTW;x. Dostavame

Vi(x) = 2" W,z = min[2” Q;x + v Rju + (Ajx + Bju)T W, 1(A;x + Bju)] =

= xTij + LL‘TA?WJ'_Flij—f—
+ min[uT(Rj + BJTWJ'_FlBj)’U, + uTBJTWj_FlAjIL’ + xTA?Wj_FlBjU]. (25)
Oznacme funkciu, ktorej minimum hladdme vo vyraze (2.5) ako g, t.j.
g(u) = [UT(Rj + BJTWj_FlBj)U + uTBJTWj_FlAj.I + LL‘TA?WJ'_FlBjU].

Zrejme
vug = 2(RJ + BJTWj_FlBj)’U, + 2BJTWJ'_|_1AJ'.I,
Va9 =2(R; + B W1 B;)).

Z Wit 2 0 vyplyva B W;1B; 2 0 a teda R; + B] W;11B; > 0. Z toho vyplyva, Ze g
je konvexna a minimum nadobuda prave vo svojich stacionarnych bodoch, t.j. v bodoch,
kde jej gradient podla u je rovny nule.

Preto sa minimum dosiahne pre

u = —(Rj + Bij+1Bj)_1Bij+1ij
z ¢oho vyplyva
vj(z) = Hjx (2.6)

kde
Hj=—(R; + B] W;;1B;) "' B W; 1 4;. (2.7)

Dosadenim (2.6) a (2.7) do (2.5) dostaneme
:UTWj:c =

=27[Q; + AJTWJ-HAJ- + H}’(Rj + B}’WjHBj)Hj + H].TB].TWJ»HAJ» + AJTWJ-HBJHJ»]Q:
= 21[Qj + Aj Wi Aj — AJ W1 B (Rj + BjWj1Bj) ™' Bf Wy Ajla

Odtial
W; = Qj + Aj Wjs1 = Wi Bj(R; + B Wjs1 Bj) ™ B W] A;. (2.8)

Z toho vyplyva, ze V;(z) = 2T W,z a v;(z) = H;xz. Z vyrazu (2.8) je vidiet, ze W, je
symetrickd. Funkcia Vj(z) je hodnotova funkcia pre LQ problém, kde tcelova funkcia
nadobtida iba nezaporné hodnoty. Z toho vyplyva, ze 7 W,z = V;(z) > 0, pre kazdé
x € R™ a teda W; je kladne semidefinitnd. Tym sme dokézali nasledovnia vetu:
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Veta 2.4. V;(z), vj(x) st hodnotovd funkcia a optimdlna spdtnd vizba pre ulohu (LQ)
vtedy a len vtedy, ked
Vi(x) = 2T W;a,

vj(x) = Hjz,
kde W; je riesenie (2.8) s Wi_1 = Qr—1 a H; je dan€ vztahom (2.7) pre j =0, ...k — 2.

Pod autonomnou LQ ulohou na nekonecnom casovom horizonte , rozumieme tlohu

Ti+1 :Aa:z+Buz, i:O,l,...,

J = Z(m?@xz + uiTRui),
i=0

R, Q symetrické, R>0, @Q@>0, U=R"™, X=R", C=R"

Pre takéto tlohy je RDP len nutnou podmienkou optimality; hodnotova funkcia a opti-
mélna spitna vizba nezavisia od i, teda: Ak V(x), v(z) stt hodnotova funkcia a optiméalna
spitné vizba potom spliiaju

V(z) = 27 Qx + vT (z)Rv(x) + V(Az + Bu(x)) = m&n[a:TQ:U +u” Ru+ V(Ax + Bu)]

V triede funkcii typu V(z) = 2T Wa, W > 0 ma tato rovnica jediné rieSenie a to W > 0
, ktoré spliia tzv. Riccatiho maticovii rovnicu

W=Q+AT[W - WB(R+ B"WB) 'BTW]A. (2.9)

Iba v niektorych jednoduchych pripadoch moZno tato rovnicu analyticky vyriesit. Zvyca-
jne je vSak potrebné pouzit nejak vhodnu itera¢ni metédu. Napr.

WED — @ + ATWw® —w® B(R+ BTw® B)~1pTWw®]4, WO =,

o ktorej sa da (pri §pecidlnych predpokladoch) dokazat, ze W = limy_o, W*).
Pouzitie uvedenej tedrie pre LQ tlohu mézeme ilustrovat na nasledujicom priklade.

Priklad. Rieste ulohu optimélneho riadenia

Li41 = Ly — Ug, ’iZO,...,k—l,

k
J = [u? + x2].

I
_

s
Il
=

Uloha je bez ohrani¢eni na riadenie a stav, ma volny koniec. Najdite hodnotovt funkciu
a optimalnu spétna vézbu v pripade (a) k =5 a (b) k = occ.

(a) Riesenie pre k = 5. Uloha je v tvare (LQ),kde A=1,B= -1, R=1aQ = 1.
Dosadenim do vzorcov (2.8), (2.7), (2.6) dostavame

_ 1+ 2W; .
Wi =1+ Wit — Wipr (1 + Wig1) " Wiy = —— 01 1=0,...,4
1+ Wit
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H, = (1 + Wz‘+1)_1Wi+1 =

1+ Wi
Ws =0, Wy=1, Wgzg, szg, Wl—%, 0:%
V=0, Viza®, Ve= i Vo= oo?, Vi= i, Vo= ood?
Hy=0, Hs=-, ngg, le%, H, ?711
vg(z) =0, Ug(.ZE)_%ZE, v2(:1c)—§:c, vl(a:)—%x, O(x):%x

21 21
Zo , U Uo() 3 34
B _, 2113 B 13\ 813 8
Tr=To—Uo =275y =3y M TU\5r )T 1331 34
13 8 5 5 35 3
To=T1—U =———=—, U=|—|==-—=—
2T T ey T3 T 30 T 2\ 534 34
B 5 3 2 B 2y 12 1
Ts=da e =gy e Ty WTU 3g) T e T
2 1 1 1 .
Ty =23 —U3 = — — — = —., U=V | — | =
4T T T T3 300 T M 3y
1, 1
Ty =Ty — Uy = — — 0= —
b M T gy 34
21 8 3 1

U = {uo,ur, uz, uz, ug, us} = {Q’Q’Q’Q,O}

X = {zo, w1, @2, w3, w4, w5} = {1, o5, 27 =0 2rs =

(b) RiesSenie pre k = co. V tomto pripade pouzijeme (2.9), (2.7) a (2.6).
Po dosadeni dostavame Riccatiho rovnicu v tvare

1+2W
1+W’

W =

ktorej kladnym riesenim je W = 1+—2‘/5 a teda

W 1+56

= = , vixr) = x
1+W 3445 () 3+5 2
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Optimalnu odozvu dostaneme rieSenim rovnice

Vo1 _(3 ﬁ)x

2 2

mi+1:xi—ui=mi——mi+—x =

2 2

2.7. Iné uplatnenia dynamického programovania

Myslienka vnorenia optimalizac¢nej tlohy do systému tloh, umoziujiceho rekurentny
vypocet optimalneho riadenia, mé Siroké uplatnenie.

2.7.1. Ulohy optimalneho riadenia s ohrani¢eniami na stavovii premennii..

Metédu dynamického programovania mozno pouzit aj na také tlohy optimélneho ria-
denia, v ktorych vystupuji aj ohranicenia typu ¢;(z;,u;) = 0 alebo ¢;(x;,u;) < 0. Za-
tial ¢o pri inych metédach takéto ohranicenia teériu velmi komplikuji, v tomto pripade
nevznikaju ziadne komplikacie.

Priklad: Problém na tuzke miesta. Uvazujme vyrobny proces pozostavajuci z k
krokov, kde v i-tom kroku je k dispozicii surovina o mnozstve x;. Této sa rozdeluje na
3 Casti. Jedna cast u; je pouzitd na ziskanie dalSej suroviny, druhd cast v; je pouzita na
zvySenie kapacity produkcie c¢;, zvysok je pristupny pre samotny vyrobny proces. Pritom
musi byt splnené, Ze

u; < ¢

Ulohou je maximalizovat celkové mnoZstvo suroviny pristupnej pre vyrobny proces za
predpokladu, ze rast x;, ¢; je dany diferenénymi rovnicami

xi+1=(1+oz)uz- ’iZO,...,k—l

Ciy1 = Ci + /G’Uiv kde 0476 >0

a ucelovou funkciou

e
I
—

J=> (z;i —u; —v;) — max
i sv;

s
I
o

zaciatocné a koncové podmienky na stavové veli¢iny z;, ¢; st
. . . .
Ty = Zo, co = Cop, koniec je volngy.
Ohranicenia na riadenia u;, v; si zavislé aj od stavovych premennych

0 = uy, 0= v, u; +v; S @y u; < .
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Riesenie. Rovnica dymamického programovania ma pre tito tlohu tvar

Vi(xs, ¢;) = max[z; — u; —v; + Vi1 (1 + @)ug, ¢ + Pvy)], i=k—1,...,0,

Ui,U5

kde u;,v; <0, u; +v; S xy, up < ¢ a Vig(x,¢) = 0 pre kazdé x,c. Pre i = k —1
dostavame

Vi1 (g—1, cp—1) = o, X [Tp—1 — ug—1 —vp—1 + 0] = 1,
—1 —1

kde
0 < ug—_1, 0 < vg—1q, Up—1 + Vk—1 S Th—1, Up—1 = Cp—1

Teda maximum sa dosiahlo pre ux_1 =0, vg_1 =0. Pre ¢ = k — 2 dostavame

Vi—2(xp—2, ck—2) = o, ax [Th—2 — Up—2 — Vk—2 + Vi—1 (1 + @)up—2, ch—2 + fop—2)] =
—2, —2
= max [Tp_2 —Ug—2 —Vk—2+ (1 +@)ug—2] = max [rp_o+ qur_o — vk_2],
U -2,V —2 Uk -2,V —2

kde maximum sa hlad4 pri podmienkach
0= ug-2, 0 = vg—o2, Up—2 + Vp—2 = Tp_2, Ug—2 = Ck—2

Maximum sa nadobuda pri danych ohraniceniach, ak viy_o = 0 a zaroven uji_o je max-
imalne mo7né spliajice ohranienia 0 < up_o < T, 0 < up_o < cp_o. To zna-
mend, ze ug_o = min{xr_o,cx_2} a teda

Vi—2(@p—2, ck—2) = T—2 + amin{xy_o, cr_2}.

Vi—3(Zp—3,cr—3) = max[zgp_3 — up_3 — Vp—3 + Ve_o((1 + @)up_3,cr—3 + Bup_3)] =
= max[ry_3 — ugp—3 — Vp—3 + (1 + @)ur—3 + amin{(1 + a)ug_3,ck—3 + fvp_3}] =
= max[ry_3 + aug_3 — vx—3 + amin{ (1l + a)ug_3, ck—3 + Bvg_3}]

Podobne pokra¢ujeme dalej, az kym nedostaneme Vy(zg, cg)-

2.7.2. Ulohy optimalneho riadenia s inymi typmi tiéelovych funkcii..

(a) Ucelovd funkcia je multiplikativneho typu.

Priklad 1. Predstavme si zariadenie, ktoré pozostava z k do série zapojenych blokov.
Spravna funkcia zariadenia si vyzaduje, aby vsetky jeho bloky bezchybne pracovali.
Spolahlivost jednotlivych blokov mozno zvySovat paralelnym zapdjanim prvkov. Oz-
nac¢ime @;(u) pravdepodobnost spréavnej funkcie i-tého bloku, ak obsahuje u paralelne
zapojenych prvkov. Nech je cena prvku i-tého bloku ¢;. Ulohou je rozhodnit, do ktorého
bloku kolko prvkov zaradif tak, aby ich celkovéa cena neprevysila danti hodnotu m, a aby
pravdepodobnost spravnej funkcie zariadenia bola ¢o najvyssia.
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Ak oznacime x; celkovi cenu prvkov v prvom az i-tom bloku, u;_; pocet prvkov v
i-tom bloku, mozno tato tlohu formulovat ako tilohu optiméalneho riadenia

Tit1 = Tj + Cip1Uy, 2o=0, C={z; z<m}

k—1
J=— 1] #ir1(u),
1=0

ktora sa od naSej vSeobecnej schémy lisi iba tym, Ze J méa tvar stéinu. Lahko mozno
dokéazat, ze pre tuto tlohu plati rekurentny vztah

Vj(z) = IJQ%[%H(U)VJ‘H(QU +ev)), i=1,.,k—1,

Vk(l’):—l, x el
ktory zodpoveda rovnici dynamického programovania.

(b) Uéelovd funkcia je funkciou koncového stavu. Ide o tilohu, ktora sa od vieobecnej
schémy lisi iba tcelovou funciou, ktora je v tvare J = ¢(zy). Pre takato tlohu mozno
lahko odvodit RDP v tvare

Vi(x) = ¢(z), pre z € C.

(c) Ucelovd funkcia je maxz;. DU.

2.7.3. Ulohy z inych oblasti optimalizacie.

Mnohé tlohy z inych oblasti optimalizacie sa daju formulovat aj ako tlohy optimélneho
riadenia.

(a) Niektoré ulohy linedrneho a nelinedrneho programovania.

Priklad 2. Ide o klasicku tlohu linedrneho programovania - dopravny problém, a to v
$pecidlnom pripade dvoch vyrobcov (alebo dvoch odberatelov). Nech dvaja v§robcovia
vijrabaji pi, resp. ps jednotiek vyrobku, ktory sa dopravuje n odberatelom, odoberajicim
po rade g1, ..., g, jednotiek vyrobku, pricom plati p; +ps = g1 +---+¢,. Nech ¢;; je cena
dopravy jednotky vyrobku od i-tého vyrobcu k j-tému odberatelovi. Treba rozhodnit,
aké mnozstvo vyrobku treba vozit od jednotlivich vyrobcov k jednotlivym odberatelom,
aby néklady na dopravu boli miniméalne.

Ak ozna¢ime 7, j = 1,2 objem vyrobku, ktory sa od j-tého vyrobcu dopravi celkove
k prvému aZ i-tému odberatelovi, u;_; pomernt ¢ast, ktora i-ty odberatel dostava od
prvého vyrobcu, mozno pisaft

1 1 1
Tip1 = T + qi+1Us, Lo = 0
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220y =27 + gy (1 — w), x5 =0

C={(z"2?%); z'=p, 2*>=po}, wu; €[0,1]

k k—1
J = agileruia +eai(l = wis)] = Y qiralerirnyui + eairny (1 — )]
=1 =0

¢o je tloha optimalneho riadenia, pre rieSenie ktorej mozno pouzit metédu dynamick-
¢ho programovania. V tomto pripade to nebude vyhodnejsie nez obvyklé metédy pre
rieSenie Uloh linedrneho programovania, ktoré si velmi u¢inné. Nemozno vSak vylacit,
ze pre nejaku z tloh nelinedarneho programovania, pre rieSenie ktorych neexistuju natolko
vSeobecné metédy, by nemohol tento postup viest k vyhodnejsej metdde.

(b) Niektoré ulohy tedrie grafov. Metéda dynamického programovania sa pouZiva aj
na rieSenie mnohych tloh, ktoré nemaji formalny tvar tloh optimalneho riadenia. K typ-
ickym predstavitelom takychto tloh patri tloha o najkratSej ceste a tiloha obchodného
cestujuceho. Takéto tlohy sa riesia bud metddou dynamického programovania alebo in-
ymi metédami napr. celo¢iselného programovania, metddy vetiev a hranic. I ked metddy
zalozené na principe dynamického programovania pre tieto tlohy nevyzaduja kompliko-
vanu terminolégiu a formulaciu ako tlohy optiméalneho riadenia - svojou podstatou st to
tiez ulohy optiméalneho riadenia. Ukazeme si to na tilohe o najkratsej ceste.

Priklad 3: Uloha o najkratsej ceste. Uvazujme sief ciest, kde body M, ..., My
predstavuji mesta. Nech d(M;, M;) = d;; oznacuje priamu vzdialenost z mesta M; do
mesta M, a predpokladajme, ze kazda dvojica miest je spojend cestou. Treba najst
najkratsiu cestu z mesta M € {My, ..., Mx} do mesta My.
Naformulujme tuto tlohu ako tlohu optimélneho riadenia. Oznac¢me

1- poradové cislo mesta, kde ¢+ =0,...,k
x;- mesto, v ktorom sa nachddzame v ¢ase i, pricom x; € {My,..., My}
u; - riadenie, ktorym je nase rozhodnutie, ze z mesta z; p6jdeme do mesta z;,1, t.j.,

u; € {Mu, ..., Mn}—{x;}. Dostavame teda ilohu optimalneho riadenia s diferen¢nou
rovnicou v tvare

Ti+1 = Uqg, 1= 1,...,k—1, k:vol’né,

s zaCiato¢nou a koncovou podmienkou na stavovu veli¢inu z;
Tr1 = M y T — M N -

Ucelova funkcia je

N

—1

i

I
=

Z podmienok vyplyva, Ze ide o autonémnu tlohu s volnym ¢asom. Pre takého tlohy
je rovnica dynamického programovania len nutnou podmienkou optimality. Nie je to
rekurentny vztah, ale funkcionalna rovnica, ako sme ukazali v ¢asti 2.3. V nasom pripade
teda dostavame, Ze hodnotova funkcia pre dany problém spliia funkciondlnu rovnicu

V(z) = ue{le?.i%N}—x[d(x’u) + V(u)].
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Na rieSenie takejto rovnice mozno pouzit metédu aproximdcii v priestore hodnotovych
funkcii opisant v ¢asti 2.3. Podla tejto metédy

VO (z) = { 0, akw=>My

oo akx# My

V) () — minye (s, myt—old(@, u) + VED(2)],  ak z # My
(z) = 0 o

D4 sa ukézat, Zze tento proces konverguje v N krokoch.

Poznamenajme, ze v tedrii grafov sa tloha o najkratsej ceste riesi aj metodou dy-
namického programovania. Uloha sa prirodzenym sposobom (bez zlozitej termonoldgie
optimélneho riadenia) moze formulovat nasledovne

V(M;) = le”\l}n(dij + V(M;)), kde M; # M;,

resp.
V(Mj) = f;, kde f; = fg;,_};l(dij + fi)

a navrhuje sa itera¢ny postup pre ndjdenie f;, 1=0,...,N—1

£ =min(dy; + £47Y), k=1

f-(o)— 0 =N
oo i#N

Vidiet, Ze ide o ten isty algoritmus ako v pripade aproximécii v prietore funkcii pre tilohu
optimalneho riadenia. Pouzitie algoritmu ilustrujme na priklade.

Priklad 4. Rieste tlohu o nakratsej ceste v pripade N = 4,

d(My, M) = 4, d(My, Ms) =2, d(My, My) =4
d(My, M3) =1, d(Msy, My) =1, d(Ms, My) =4

Treba néjst najkratsie cesty z miest My, Mo, M3 do mestaMy.
Polozme pre VO (M) = VO (M) = VIO(M;) = 00 a VO (My) = 0.

Pre dostavame V(M) =0 a
V(M) = min(d(M;, Ma)+V O (M), d(My, M3)+V O (M), (d(My, My)+V O (My)) =
= min(oo, 00,4+ 0) =4, v (M) = M,y
V) (M) = min(d(Mso, M3) + VO (Ms), d(Ms, My) + VO (M) =
= d(May, My) + VO (M) =1, v (M) = My
V(l)(Mg) = d(Mg, M4) = 4, ’U(l)(Mg) = M4
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Pre dostavame

V(M) =0

V@ (M) = min(d(My, My) + VO d(My, M3) + VO (M3), d(My, My) + VO (My)) =
min(4+ 1,2+ 4,4+ 0) = 4, v (M) = My

V@) (M) = min(d(Mso, My) + VO (M), d(Mo, M3) + VO (Ms), d(Ma, My) +0) =
= min(4+4,1+4,1) =1, v (M) = M,y

V) (M3) = min(d(Ms, My) + VO (M), d(Ms, Ms) + VO (My), d(Ms, My) + 0) =
min(2 + 4,1+ 1,4) = 2, v (M) = M,

Pre dostavame
VEI(My) =0
V) (M) = min(d(My, My) + V@ (My), d(My, M3) + V@ (Ms),d(M, My) +0) =
=min(4 + 1,2+ 2,4) = 4, v®) (M) = { M3, My}
V) (M) = min(d((May, My) + V3 (My), d(My, M3) + V@) (Mj), d(My, My) + 0) =
= min(4+4,1+2,1) =1, v®) (M) = M,y
V(3) (Mg) =2 U(g)(Mg) = M2

Pre sa funkcie V' a v uz nemenia, napr. pre k = 4 a M3 dostavame
VS (M3) = min(d(Ms, M) + VO (My), d(Ms, My) + V) (My), +d(Ms, My) +0) =
=min(2+4,1+1,4) = 2, v® (M) = M,
Optiméalne rieSenia pre jednotlivé zaciatocné stavy si:

Pre o = M3 : .)E‘ = {Mg, MQ, M4}, j = 2, ];Z = 2.

Pre g = My: X ={My, My}, J=1, .
Pre I‘OZMl : Xl Z{Ml,Mg,MQ,M4}, J=4, k= 3.
k=1

=
I
S—

A

‘)82 = {M17M4}7 J:47
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