3. Princip maxima

V tejto kapitole sa budeme venovat inému pristupu k rieSeniu tloh optimélneho ri-
adenia, ktorého cielom je odvodenie variaénych podmienok optimality. Tieto podmienky
umoznia najst optiméalne riadenie, alebo aspon podstatne zmens$if podet moznosti.

3.1 Princip maxima v nelinedrnom programovani

Nutné podmienky pre UOR odvodime tak, ze UOR prevedieme na tilohu nelinedrneho
programovania (NLP), pre ktora st odvodené nutné podmienky, tieto aplikujeme na nasu
konkrétnu tlohu a dalej ich budeme upravovat.

Nutnou podmienkou optimality v nelinedrnom programovani je tzv. Kuhn Tuckero-
va veta, resp., ked nemame ohranic¢enia typu nerovnosti Lagrangeova veta. Tieto vety
vSak vyzaduju splnenie uréitych podmienok regularity, ktoré sa vSak dost fazko overuju
v naSom pripade. Preto je potrebné pouzit vSeobecnejsie nutné podmienky.

3.1.1 Standardna tloha NLP.
Ide o tilohu najst minimum funkcie f na mnozine X = RN S, kde

R={z: fY(x)=0,...,fP(x) =0}, S={z:s'(z)<0,...,5(x) <0}

kde f°, f*, s7 : R® — R st C'. Funkcie f%, i = 1,..., p st ohraniéenia typu rovnosti, s/,
7 =1,...,0 su ohranicenia typu nerovnosti.
Ak oznacime f = (fL,...,f)T; R™ - RP, s = (s1,...,5°)T; R™ — R, mozeme

R, S pisat v tvare

min f%(z), kde R={z: f(z)=0}, S={z: s(z)<0}
xeERNS
3.1.2. Aktivne ohraniéenia a variaény kuzel.
Aktivnymi v bode € X nazyvame tie ohranicenia typu nerovnosti s*, pre ktoré plati,
ze s'(z) = 0. Zvolime & € X a definujeme mnozinu I(Z) aktivnych ohraniceni

I(2) = {i: s(2) = 0}

a variaény kuzel 6S5(#) mnoziny S v bode &

Symbolu dx netreba pripisovat osobity vyznam. Z uréitych historickych dévodov
nim oznacujeme prvky varia¢ného kuzela, ktory je podmnozinou R™. Mozno sa lahko
presvedcit, ze 65(Z) je naozaj kuzel.

Vsimnime si, ze ak § = S1 xSy x -+ - xSy, & = (L1,22,...,2p), kde &; € S;,i=1,...,p,
pOtOHl 55(52‘1, .’,%2, . ,jp) = (551(:%1) X 582(.’,%2) X X 5Sp(i‘p)
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3.1.3. Nutna podmienka optimality pre tilohu NLP.

Veta 3.1. Nech X = RN S, kde R = {x : fi(x) =0,i =1,...,p}, S = {z : s'(z) <
0,i=1,...,0}, ( f° f% &7 : R® — R st C'). Nech 2 € X a predpokladajme, Ze je
splnend nasledovnd podmienka reqularity

0
vektory ; (), i€l(z), sulinedrne nezdvisle. (PR)
x

Ak f°(2) = mingex fO(x), potom existuje vektor x = (x°,x) # 0, x € R?, x° <0, taky,
Ze plati

[xoaf;f)m 79/ (@ )}5 <0 VoxedS(2) (3.1)

Dékaz. 7 predpokladu f0(2) = mingcx fO(x) vyplyva, Ze existuje také x° < 0, \; >
0, i€ I(%) a xj, j =1,...,p, prifom vsetky tieto konstanty nie si sticastne rovné nule,

ze plati

kde 5(2) = {s'(2),i € I(2)}. Vzbah (2.3) plati podla tzv. Johnovej vety z tedrie ne-
linedrneho programovania. Poznamenajme, zZe Johnova veta je urcitym analégom Kuhn
Tuckerovej vety. Plati bez akychkolvek podmienok regularity ale priptsta moznost, ze
x" = 0. Na (3.2) budeme aplikovat Farkaovu lemu. Pripometime, Ze podla nej

Trs0: ATA =b = Vs, : Adz < 0= bT6z <0.

T
Ozna¢me prvé dva s¢itance v (3.2) ako vektor —b a AT := (8‘;(3;”)) . Potom (3.2) je podla

Farkasovej lemy ekvivalentna s vyrazom

—/ A 0 A A~
IO R S I X2 e CO NN L2 ACI N [ Y
oz ox oz

¢o nie je ni¢ iné, ako (3.1). Z predpokladu regularity (PR) a z nenulovosti vektoru po-
zostévajiceho z konstant x°, x;, \; vyplyva, ze vektor (x°, x) # 0. Tym je veta dokdzana.

Poznamky:

1. Ak tvrdenie Vety 3.1 plati s nejakym vektorom (x°,x), potom plati aj s kazdym
vektorom c(x°,x), kde ¢ > 0. Z toho vyplyva, ze ak (x°,x) je taky, ze x° < 0 (t.j.
x° # 0), potom existuje aj taky (x°, %) spliiajici tvrdenie vety, ze x° = —1.

2. Ako uvidime neskor Veta 1 mé prakticky vyznam iba vtedy, ked vieme zarucit, ze
x? = —1. Tento pripad nastéva, ked tiloha spiﬁa predpoklady regularity stanovené Kuhn
Tuckerovou vetou. Tieto st splnené ak napr. s?, f? st linedrne, resp. ak vektory 9s’ (x),
8f (30) Ji=1,.

i € I(Z), spolu s vektormi ., p sU linedrne nezavislé.
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3. V pripade, Ze nasa tloha nema4 ziadne ohranicenia typu rovnosti (¢o odpoveda napr.
pripadu f = 0), podmienka regularity (PR), je zaroven podmienkou vyzadovanou K-T
vetou a teda v tomto pripade je x° = —1.

4. V pripade, ze tloha nema ohranicenia typu nerovnosti, tak dostavame Lagrangeovu
vetu.

5. Poznamenajme dalej, Ze v pripade Ze mame vyrieSeni otdzku x° = —1, Veta 3.1
dava formalne dostatok podmienok na urcenie bodu z.

3.1.4. Princip maxima v NLP.

Podmienka z predchadzajicej vety sa vo vSeobecnosti dost tazko overuje. Nasledujtca
veta umozni zamenit tito podmienku v Specidlnom pripade inou, ktora sa pouziva lahSie
a najméi v teorii optimalneho riadenia ma Siroké uplatnenie.

Veta 3.2. Nech f°, f, s, R, S st ako vo Vete 3.1. Dalej nech f je linedrna funkcia:
f(x) = Pz +q, S je konvexnd mnozina a f° konvexnd funkcia. Potom ak pre nejaké
(x°,x) a & plati (3.1), potom plati aj

X&) + X" f(&) = glgg(xofo(w) +x" f(x)) (3.3)

K dokazu budeme potrebovat nasledovné dve lemy.

Lema 3.1. Nech f : R® — R, f € C'. Potom f je konvexnd vtedy a len vtedy ak pre
lubovolné x,& € R™, x # & plati, Ze

of (&)
ox

Téato lema je dobre zndmou vlastnostou konvexnych funkcii, jej dokaz mozno najst
napriklad v knihe M. Hamala, Nelineadrne programovanie, ALFA 72, str. 81.

f(@) +

(x —2) < f(z)

Lemma 3.2. Nech S = {z : s'(z) < 0,i=1,...,0}, nech S je konvexnd podmnoZina
R™ a nech &,x € S, x # &. Potom (z — &) € §S(Z).

Dokaz: Dokaz lemy je jednoduchy a ¢itatel ho iste zvladne aj sam.
Dokaz Vety 3.2. Sporom. Nech plati (3.1), t.j.
00./°(2)

=5 =+ XTP |6 <0 Vor € 05(#), (3.4)

a nech by neplatila podmienka maxima, t.j. existovalo by = € S také, ze
X2 fO(@) + xT fx) > XOFO@) + X (@), b

X (fO(x) = f2(2) + X Pz — &) > 0. (3.5)

Pretoze x,& € S a S je podla predpokladov konvexna, z Lemy 3.2 vyplyva, ze (x — Z) €
0S(z) a zo vztahu (3.4) dostavame

xTP(x — ) < —x° afaa(f) (x — ). (3.6)
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Kombinaciou vztahov (3.5) a (3.6) dostavame

0 <N - @) TPl - 3) <0 (0 - @) - L e - a). o)

Ak by x = 0, tak z nerovnosti (3.7) dostavame spor (0 < 0). Ak by x° < 0, tak
vykratenim x° v (3.7) dostdvame, 7e

¢o je v spore s konvexnostou f° - Lema 3.1. Tym je veta dokézani.

Désledok 3.1. Nech fO, f, s, R, S st ako vo Vete 3.2, nech je splneny predpoklad (PR)
v bode & € X a nech f°(2) = min,cx f(x). Potom existuje x # 0 také, Ze

—f2@) + X" f(&) = xgg(—fo(w) +x" f(z))

Dokaz. Spojenim Vety 3.1 a Vety 3.2 dostaneme podmienku maxima; skutoc¢nost, Ze

X" = —1 dostaneme z toho, Ze ohrani¢enia typu rovnosti st linedrne a typu nerovnosti

spliiaji (PR), ¢o dokopy dava splnenie podmienky regularity pre Kuhn-Tuckerovu vetu.

3.2. Formulacia Standardnej diskrétne]

ulohy optimalneho riadenia

Dana je diferen¢nd rovnica systému
xi—Fl:xi—}_f’i(miuui)? i:07"'7k:_17 (38)

kde z; = (z},...,2%) € R, u; = (ul,...,u") € R™, f; : R® x R™ — R", ohranicenia

na riadenie
u; € U; CRm, Uzz{u, ; pz(uz) SO}, Pi : R™ —>Rmi, i:O,...,k—l, (39)

pociato¢nd podmienka
T9 = Ig € R"” (310)

a cielovd mnozina C' = {x ; g(x) =0},g9: R® — R! t.j. cielova podmienka

g(zx) = 0. (3.11)
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Dalej je dan tcelovd funkcia (kritérium optimality)

k—1
T = (@i, ui). (3.12)
1=0

Problém spociva v tom, ze spomedzi riadeni U, ktoré vyhovuji danym ohrani¢eniam a
ktorych odozva X (&o,U) splita x1(Z0,U) € C, (t.j. spomedzi pripustnych riadeni) najst
také riadenie U, ze

je minimalne.
Predpoklad je, Ze fi, 2 a p;,g st C.
Pozndmky.
1. Niekedy je vyhodné preformulovat tilohu do geometrického tvaru: Rozsirime priestor

stavov na R™" ™! pridanim nultej stiradnice 2°, ozna¢ime = (2%, z) a v tomto rozsirenom
stavovom priestore vySetrujeme systém

Tiy1 = T; + fz(l“z, u;),

kde ~
filwi,wi) = (f) (i, i), fiwi, us))
so podiatoénym stavom # = (0, %), cielovou mnozinou ¢ = R x C = {(2°,z); 2° €

v k—1 . L : )
R, z € C}. Pretoze z) = >.,—; f(;,u;), mozno tato alohu ekvivalentne formulovat
ako tilohu minimalizacie 2 pri danych ohraniceniach pre rozsireny systém.

2. Nie je nevyhnutné, aby funkcie f;, f? atd. boli definované na celom priestore. Tento
predpoklad urobime len pre zjednodusenie formuldcie, sta¢i aby f;, f2 atd. boli definované
na nejakej dostatoc¢ne velkej otvorenej oblasti.

3. Standardna tloha je zGZenim vSeobecnej schémy vo viacerych smeroch. Po prvé
sa pozaduje, aby stav a vstupy boli prvkami euklidovskych priestorov, teda aby mali
kontinualny charakter - to je pre tento pristup nevyhnutné. Tak isto sa nemozno celkom
obist bez urcitych predpokladov o mnozinach U;, P a C' (U; a C st dané nerovnostami).
Dalsie ztiZenie - Ze totiz P je jednobodovd mnoZina a nemame stavové ohranicenia - sa
zaviedlo len pre zjednodusenie formulacie a vypoctov.

Standardnt tlohu mézme formulovat ako tilohu nelinedrneho programovania: N&jst
minimum funkcie

k—1
P(z) = Zfzo(xlvul)v
i=0
kde z = (ug, . . ., Up_1; To, - - ., ) € RFMHEFD? na mnozine

zeZ={z ri(z)=0, j=0,....,k+1,5(2)<0, j=0,...,k—1}
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kde

ro(2) = xo = To
ri(z) =x; —xio1 — fimi(Ti1,ui—1), i=1,...,k
rrt1(2) = g(zk)
si(z) =pi(u;), i=0,...,k—1.

Tymto priamym spésobom rozpisu vsak pre ztizent tlohu dostaneme tilohu nelinearneho
programovania zbytoc¢ne vysokej dimenzie. Diferencéné rovnica nam totiz umoziuje ihned

vyluc¢it premenné z,, ..., xx, ktoré si pri pevne danom xy = & jednoznac¢ne dané hod-
notami riadiacich premennych ug,...,ur_1. MoZeme teda tlohu sformulovat ako tlohu
nelinedrneho programovania v priestore R*” takto:

Najst minimum funkcie J(U) = J(ug,...,ux—1) pri podmienke U € X, kde

3.3. Pseudoprincip maxima

Aplikujme Vetu 3.1 na tlohu (3.8)-(3.12). Nech U = {di, ..., dp_1} a X = {Z0,...,4p} =
{zo(Zo,U), ..., xk(Z0,U)} st optimdlne riadenie a jeho odozva. Nech pre kazdé i =

op?

0,...,k—1 st vektory 5t(i;),j € I(i;) linedrne nezdvislé. Potom existuje nenulovy

vektor ¥ = (¥°, %) = (¥°, x1, ..., x!) taky, Ze plati ¥° <0 a

o o 0 N N
[wo—(u) + xTa—i(ik)aiJ(:%o,u)} SU<0, YOUESUyx - x Up1) ().

Téato podmienka je ekvivalentnd s podmienkami pre ¢ =0, ...,k — 1

oJ - ag oxy, N
O T @ : Ou; < ou; € 0U; (). 1
Ak U =A{uo, ..., up—1}, oznacime U; = {u;, ..., up—1} tsek riadenia na intervale [i, k].

Pod U; budeme rozumiet prazdnu mnozinu. Pre kazdé i je hodnota odozvy xj(xo,U)
funkciou svojej hodnoty x; v i-tom okamihu a tseku U; riadenia; tito funkciu oznac¢me

xpi(xs, Us) = x(x0,U), i=0,...,k—1.

Pre ¢ = k definujme xy; = xi. Zo vztahu z;11 = z; + fi(x;, u;) vyplyva, ze x,41 =
Ziv1(xi,u) a teda zg (i, Us) = Tk iv1(Tita (24, wi),Uir1). Z toho vyplyva, ze

al'k “ ~ 3.%]6,2' “ ~ 3.%]6,2' “ PR ~
B, (Zo,U) = Bu, (Z:,U;) = le(%ﬂ(%ui)ﬂiﬂ) =
0Tk iv1 . SN F AR I OTkiv1 . ~ \Ofi
8xi+—|;1 (l'i-l-l?ui-l-l)—au_:l (iUiy Uz) = axi_:;l (xi+1,ui+1)a—w(l‘i, ’UJZ) (314)
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kde:=0,...,k—1.
Podobne plati

axkz—l—l N af’b XA
= it1, Ui (T4, U;) + B 1
e +1u+1>(ax (61.00) + B (3.15)

pricom i = 1,...,k — 1. Pre i = k zrejme 8;;: =F.

Definujme J, = 0 a pre ¢ = 0,...k — 1 oznacéme J;(z;,U;) = Z?;il S5, uy), kde
{z;} je odozva na riadenie U, a pociatocni podmienku z; na intervale [i,k]. Zrejme
JZ(IL’Z,UZ) = f,?(wl,uz) + Ji+1(mi+1(xi,ui),ui+1). Pretoze fj(-)(xj,uj) nezavisia od Uu; pre
J <, plati

OF oo _ OJi oy O O

auz( ) — a—uz('xuuz) — auz (wzauz) + 3’&2 ( + fz(wzauz) Z/{z'—i—l) —
orY 0Jit1 - ofi .. .
u; (i, 05) + BLisn (i1, Uiv1) 5 w (24, ), (3.16)

kdei=0,...,k— 1.
Podobne plati

an y an—l—l ~ ( fz

. ory .
8—:1:1-(%’1/{1) 97ier (Zit1,Uit1)

i)+ 5)

7

kdei=1,...,k—1. zrejme%—o

Dosadime vztahy (3.14) a (3.16) do (3.13). Dostaneme (pre lepsiu prehladnost vynechame
argumenty funkecii):

[¢0 (afo 0Ji1 3fi) n r 09 (3$k,i+1 afi

ou; <0, ou; € 0U; (4,
Ju; 0x;11 Ou; Oy, L1 8uz)] u; <0, V ou; € U(u)

o , .
¢08f ¢03Jz+1 v 09 OTpiv1) Ofi Su; <0, Y du; € 0U(1;)
Tit1 Oz 0xiqq Ou;

Ak oznadime
6JZ+1 T 8g 8:ck7i+1

Vi =¥ i=0,..k—1,

9
z—l—l Oxy, 3$i+1

dostaneme

[W f(,)( i, 0 z)+¢z+1gfz (xu)] Ju; <0, ¥ Ou; € 8U; (1) | (3.18)
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Zrejme

0J; 0g Oxy )
T frd O—Z T— it = 1 k -1
Vi =Y 0x; X oz Oxz; ' ! ’ (3.19)

Pretoze 8;;’; =F a gi’“ = 0 dostavame zo (3.14) pre i = k

Vg = ( % (@ k))TX : (3.20)

al'k

Ked dosadime vztahy (3.15) a (3.17) do (3.19), dostaneme

W7 = 0 <3Jz’+1 (5fz' +E) n 8fi0> +XT@39%,@'+1 <8fi +E) _

81171'4_1 6901 6901 axk axi_H 8:131
0 f 05Jz+1 7 09 0Tkt 5fz oafo afi . B
=) (w Ozier + X I 8% =) I oz, +FE), i=1,..k-1.

Dostavame teda, ze n-rozmerny vektor v; vyhovuje ”spétnej” diferenénej rovnici

af? ’ afi . \\" ,
wz wH-l + (af:. (l‘z,ﬂz)) wo + (aiz (l‘z,uz)) ¢i+l , =1, k=1 (321)

A

s podmienkou na konci (3.20).

Diferen¢nt rovnicu (3.21) nazyvame adjungovanou rovnicou k rovnici (3.8) a vztah
(3.20) podmienkou transverzality.

Vysledkom nasich avah je tvrdenie.

Veta 3.3. Pseudoprincip maxima. Nech U = {iy, ..., ij_1} je optimdlne riadenie pre
SUOR, nech X = {Zg, ..., Zx} je jeho odozva. Nech pre kazdé i =0,...,k — 1 si vektory
gij' (©1;),7 € I(0;) linedrne nezdvislé. Potom emistuje vektor (v°,x) # 0, ¥° < 0, x €
R! taky, Ze riesenie {;/11,. Wi} adjungovanej rovnice (8.21) a podmienky transverzality

(8.20), spolu s U a X spliiajii pre kazdé i =0, ...,k — 1 podmienku (3.18)

Poznamky
1. Niekedy sa podmienky Vety 3.3. formuluju pomocou tzv. Hamiltonovej funkcie,

ktora je pre i =0, ..., k — 1 definovana predpisom

Hi(w, u, 0%, ¢) = 0O f (2, u) + 97 fi(z, ). (3.22)
Potom mozno podmienku (3.18) zapisat v tvare

0H;

aT(j“ ’LALZ', Qﬂo, ¢i+1)5ui <0, V5uz S 5UZ(’IAJ,Z), (3187)
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adjungovant rovnicu (3.21) v tvare

0H; .. . ,
Vi = Yip1 + 97 (&1, @i, ¥°, i) (3.21)
a stavovu rovnicu (3.8) v tvare
. i A oA 0 T )
Tit1 = Ti + 50— (&, Ui, 0, Vi) (3.8
it

2. Pseudoprincip maxima je len nutnou podmienkou optimality. Principidlne ho vsak
mozno pouzit na hladanie optimalneho riadenia, lebo forméalne poskytuje dostatok pod-
mienok na jeho urcenie. (Tuto vlastost mala uz Veta 3.1, z ktorej sme podmienky odd-
vodili.) Veta 3.3 je len nutnou podmienkou optimality a teda jej podmienky mozu spliiat
a] riadenia, ktoré nie st optimdalne. V pripade, Zze podmienkam vety vyhovuje jediné
riadenie U a pritom vieme z inych dévodov, Ze optimélne riadenie existovat musi, potom
U je optiméalne riadenie.

3. Vzhladom na to, ze adjungovand rovnica (3.21) je homogénna, ma spolu s rieSenim
(¥0,40;), i = 1,...,k — 1 aj riesenie c(1)°,1);), pre kazdé ¢ € R. Veta 3.1, pomocou
ktorej sme odvodili Vetu 3.3. a z ktorej pochadza vektor (1%, x) # 0, ¥° < 0 mala zase
vlastnost, Ze ak platila pre nejaké (¢°, x), potom platila aj pre c(¢°,x), ¢ > 0. Pretoze
H; je linearna v (¢°, 1), t.j.

Hi(z,u,c®, cp) = cHy(x,u, %, %), i=0,..,k—1

tak ak v podmienke (3.18) nahradime (¢°, ;1) vektorom c(1/°,1;41), ¢ > 0, dostaneme
ekvivalentni podmienku. Z toho vyplyva, Ze ak vieme, Ze 1° # 0 ¢o sa ¢asto di v
konkrétnych pripadoch ukazat, tak moézeme polozit 1° = —1. Ako ukdZeme v dalsom,
iba takto je podmienka (3.18) uzitoéna pre urcéovanie optimélnych rieseni.

4. V niektorych pripadoch vieme uz z tvaru funkcii f;, g;, p; usadit, ze ¥° = —1. Je
to v pripade, ze nastava kombinécia niektorych podmienok z 1. a 2. skupiny.
1. Podmienky pre p;:

(a) podmienka regularity (PR)

(b) p! st linearne
2. Podmienky pre f;, g;:

(a) tloha je s volnym koncom, t.j. nemame g;

(b) g; linearne, f; linedrne v x aj u (vtedy zlozené ohranicenie typu rovnosti
gi(zr (20, ug, .., up_1)) je linedrne v riadeni -dokézat na DU - navod: ak x;,1 = Ax;+ Bu,,
potom ;41 = A" oy + Y. _ A5 Buy ).

5. V spojitej tedrii, ktora sa Studovala prv, plati za velmi vSeobecnych predpokladov
Pontrjaginov princip maxima, ktorého diskrétna verzia sa od Vety 3.3. lisi tym, ze pod-
mienka nerovnosti (3.18) sa nahradi podmienkou maxima

PO (&, ) + bl fi(d, ) = qglg[i(wof?(@, wi) + U fi(@i,ug)) | (3.23)
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Tato podmienka sa pouziva omnoho pohodlnejsie ako (3.18). Spociatku sa viaceri au-
tori domnievali, ze (3.23) plati aj v diskrétnom pripade pri uplne vSeobecnych predpok-
ladoch. AZ neskor sa ukazalo, ze podmienka (3.23) plati len pri dalsich predpokladoch,
ako uvidime v dalSej ¢asti.

6. Ak U; st kompaktné a ak existuje aspon jedno pripustné riadenie, potom existuje
aj optimalne riadenie. (Navod: Spojita funkcia na kompaktnej mnozine dosahuje svoje
minimum).

3.4. Princip maxima

Veta 3.4. Nech standardnd <loha spliia navyse nasledovné predpoklady

(a) funkcie f; su linedrne v u, t.j. fi(x,u) = c;(x) + d;(z)u

(b) funkcie f2 si konvexné v u

(c) mnoziny U; su konvexné.
Nech U = {tg, ..., U1} @ X = {Zo, ..., T} su optimdlne riadenie a optimdlna odozva.
Nech je splnend podmienka regularity (PR).

Potom existuje (10, x) # 0, ¢¥° <0, také, Ze {11, ..., Y} riesenie adjungovanej rovnice
(8.21) a podmienky transverzality (3.20) spolu s U a X spliiaji podmienku mazima (3.23).

Dékaz. Podla Vety 3.3 existuje (40, x) # 0, ¥° < 0, také, ze {41, ..., ¥} riesenie adjungo-
vanej rovnice (3.21) a podmienky transverzality (3.20) spolu s I a X spliiaju podmienku
(3.18). Tvrdenie vety teraz dostaneme aplikovanim Vety 3.2 na podmienku (3.18) pri
pevne zvolenom x;.

3.5. RieSenie uloh

Nasledujtuca uloha ukazuje, ze princip maxima vo vSeobecnosti neplati. Zaroven si na
nom ukézeme pouzitie pseudoprincipu maxima.

Priklad 1. Rieste nasledovnt diskrétnu tlohu optimélneho riadenia
Ti41 = Uq, iZO,...,k?—l

xo=0, wu; € [—1, 1]
k—1
min J = Z(Qxf —u?).
i=0

Riegenie: Zrejme f; = u; — x; je linedrna, U; = [—1,1] je konvexn4 ale funkcia f? =
227 — u? nie je konvexna v premennej u. Preto musime pouZitf pseudoprincip maxima.
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Pretoze tloha je s volnym koncom a linedrne ohranicenia definujice mnoziny U; splhaju
(PR), tak ¢° = —1. Adjungovand rovnica m4 tvar

Vv =—4%;, i=1,..,k—1,

podmienka transverzality je

P =0,

podmienka nerovnosti

Vsimnime si, ze ak u; € (—1,1), tak dU;(u;) = (—o0,00); ak u; = 1, tak 0U;(u;) =
(—00,0]; ak u; = —1, tak 0U;(u;) = [0,00). Pre i = k — 1 podmienka (3.24) déva

(a) V pripade, ze up—1 € (—1,1), podmienka (3.25) by mala platit pre kazdé dug_;.
Ovsem, v pripade, ze 4,1 € (—1,0), podmienka (3.25) neplati pre duy_1 < 0, v pripade,
ze Ur—1 € (0,1), podmienka (3.25) neplati pre dui_1 > 0. Iba v pripade, Ze U1 = 0,
podmienka (3.25) plati pre kazdé duy_1.

(b) V pripade, zZe U1 = 1, podmienka (3.25) ma platit pre kazdé dur_1 < 0, a aj
skutocne plati.

(c) V pripade, ze U1 = —1, podmienka (3.25) mé platit pre kazdé dur_; > 0, a tiez
plati.

V pripade i = k — 1 teda mo6zu nastat tri pripady

>

T

—_

|
—_ O

VysSetrime teraz pripady ¢ = 0, ..., k — 2. Dosadime adjungovanu rovnicu do podmienky
(3.24). Dostaneme

Dosadime stavovi rovnicu do (3.26)

Analyzujme teraz jednotlivé moznosti.

Ak u; =1, du; <0, tak (3.27) neplati.

Ak 4; = —1, du; > 0, tak (3.27) neplati.

Ak u; € (—1,0), du; je lubovolné, tak (3.27) neplati pre du; kladné.

Ak a; € (0,1), du; je lubovolné, tak (3.27) neplati pre du; zaporné.
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Ak 4; =0, du; je lubovolné, tak (3.27) plati.
Teda v pripade ©: =0, ...,k — 2 je ; = 0.
Celkovo sme dostali troch kandidatov na optimalne riadenie

U, =1{0,0,..,0,-1}, X, ={0,0,...,0,—1}, J=—1,

U = {0,0,...,0,1}, X, ={0,0,...,0,1}, J=—1,
Us = {0,0,...,0,0}, X3 =1{0,0,...,0,0}, J=0.

Podla Poznamky 6 z odseku 3.3 existuje otpimalne riadenie pre tato tlohu a teda musi
byt medzi kandidédtmi, ktoré sme prave ziskali. Porovnanim prislusnych hodnot ucéelovych
funkcii dostavame, ze optimalne sii prvé dva riadenia.
Co by sme dostali aplikovanim podmienky maxima na ttto ilohu? Podmienka maxima
ma tvar
(227 = uf) + g1 (ui — ;) » max
u; €[—1,1]
respektive
u? 4+ ip1u; —  max
u; €[—1,1]
t.j. hladdme maximum konvexnej funkcie. To méze byt iba na hranici, t.j. z principu
maxima dostavame, Ze u; = +1 a teda optimélne riadenia nespliiaji podmienku maxima.

Priklad 2. Rieste ulohu o optimalnej spotrebe

.’L’Z'_|_1=£ZIZ'+’I“£L‘Z'—UZ', iZO,...,k?—l

Riesenie: Pretoze nemame ohranicenia na riadenie a rovnica diferen¢ného systému je

(2
linedrna, tak mozno polozit ° = —1. PretoZe navyse f? = — < ) Inwu; je konvexna,

1
146
mozno pouzit princip maxima. Adjungovana rovnica ma tvar

Qﬂiz(l—f—’l“)@bﬂ_l, izl,...,k—l,

pri¢om vy je volné, lebo tiloha mé pevny koniec. Podmienka maxima mé tvar

1 7
<—1—|—5) lnui+¢i+1(rwi—ui)—>n}gx, 1=0,....k—1

t.j., hladdme volné maximum konkévnej funkcie. Tato tiloha je ekvivalentné s tlohou

1 \'1
(m) v Y =0
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ktorej rieSenim je

1 \'1
Yiv1 = (ﬂ) — (3.28)

7 adjungovanej rovnice dostavame

Y
Yit1 = <1+r) U1 (3.29)

Po dosadeni (3.29) do (3.28)

1\’ 1 \'1
(m) %:(m) u

1+7\" 1
U; = —. 3.30
(1 + 5> () (3:30)
Zo vztahu (3.30) vidiet, Ze u; rastie s i, ak 6 < r, klesa, ak § > r, a je konsStantné, ak
o=r.

Vyuzijic pociatoéni a koncovii podmienku pre z, vieme vypocitat 17 a tym aj celé
optiméalne riadenie a jeho odozvu:

z ¢oho po uprave dostavame

1+ r)i 1 (3.31)

Tip1= A +r)x, —u =1 +7r)z; — <1+5 "

Pretoze pre riesenia linearnych rovnic tvaru
Tiy1 = Az; + B,
plati nasledovny vzorec

)
Tit+1 = AH—lSIZ’o + Z Ai_sBsus
s=0

dostédvame pre rieSenie rovnice (3.31)

. : /1 4r\° 1
Tigr = (L+7) oy — Z(l +7r)° ( ) —
= 1+46) 91

= (L4+7) g = (L 7)° (Zu )i (1i—5) ) i

s=0

Ak 6 =0, tak
. 1
zip1 = (14+7r) T — (i +1)(1+ T)zd}_

1
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ak 0 > 0, tak
(1+06)—11

Tip1 = (1 + T)i+1$0 — (1 -+ T)ZWE

Méme dve nezname x( a ﬁ ale aj dve podmienky g = a a xx = b, z ktorych nezname
mozeme vypocitat.

Dostaneme tak jediného kandidata na optiméalne riadenie. Ddékaz, ze iloha ma opti-
malne riadenie je v tomto pripade zlozitejsi, vyplyva z uréitej konkévnosti tlohy. (D&
sa totiz dokézat, Ze princip maxima je pri predpokladoch Vety 3.4 nielen nutnou, ale aj
postacujicou podmienkou optimality).

Priklad 3. Vyrobok mozu vyrabat dve odvetvia A a B. KaZzda koruna investovand v
odvetvi A (B) prinesie na konci kazdého nasledujiceho roku 2 (1)kg vyrobku a 0,5 (0,9)
Sk zisku. Pri danom pociato¢nom stave finanénjch prostriedkov &3 (23) investovanych do
A(B) a volnych finan¢énjch prostriedkov 43 treba urcit, ako na konci jednotlivych rokov
rozdelit volné finan¢éné prostriedky (tvorené ziskom), aby celkova produkcia za 5 rokov
bola maximalna.

Riesenie: Zavedieme nasledovné oznadenia: x} - sihrn prostriedkov investovanych do
A az do konca i-teho roku; x? - stthrn prostriedkov investovanych do B az do konca i-
teho roku; 3 - finanéné prostriedky k dispozicii na konci i-teho roku; u; - pomerna ¢ast
volnych finanénych prostriedkov, ktora sa v i-tom roku investuje do A.

Potom dostavame nasledovnt trojrozmerni tlohu optiméalneho riadenia dant diferenc-
nou rovnicou

1 _ .1 3. i
Tip, =x; +uxy, 1=0,..,4

x?+1 = xf +(1- uz)mf,
x3., =0,57;,, +0,927
=0,5(z; +wiz]) +0,9(x7 + (1 — w;)z})

= xf’ + 0, 51’11 + 0, 9:312 -0, 13:;1 — 0,4u§’,
pociato¢nou podmienkou
x(l) :i‘(l)v x(2) :i‘(2)7 x(% :i‘gv
cielovou mnozinou C' = R3, ohrani¢eniami na riadenie
0<u; <1, i=0,...,4,

a ucelovou funkciou v tvare

5 4 4
max J = 2(2%1 +2?) = 2(2(5’521 Fuxd) 2t 4+ (1 —uy)x; = 2(2%1 + 2 + x4 urs,
i=1 =0 i=0
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Pre danu tulohu dostaneme adjungovand rovnicu v tvare

%1 = 1/1@'14-1 —2¢° +0, 510:1)’4-1,
%2 = 1/1@'24-1 — 9% +0, 910:1)’4-17
P? =y — P01+ w) + w07 (1 —wi) + (0,1 = 0,4u)v,,, 1,..,4,

a podmienku transverzality

s = 0.

Podobne ako v predchadzajtcom priklade mézeme polozif 1)° = —1. PretoZe st splnené
podmienky linedrnosti a konvexnosti, plati podmienka maxima, ktord ma v nasom pripade
tvar:

1+ 1/}%4-1 - 1/1%4-1 0, 4¢z+1) ;= Ogaxl(l + 1/}14-1 1/1%4-1 0, 4¢z+1)

PretoZe v nasom pripade je vZdy 27 > 0, rieSenim podmienky maxima dostavame

1, ak ¢7«2+1 + 07 4¢§+1 - ¢7il+1 <1
U; = 0, ak wi2+1 + 074¢g+1 - ¢1'1+1 > 1
neurcené, ak Q/J?H +0, 4¢?+1 - ¢3+1 =1

Toto rieSenie spolu s adjungovanou rovnicou a podmienkou transverzality ndm umoznia
postupne pocitat v; a u;, pre i = 4,3,2,1,0 a potom zo stavovych rovnic vypoc¢itame x;,
1=1,...,5.

Nech 2§ = 1, #3 = 0, 43 = 0. Pretoze y° = —1, tak z adjungovanej rovnice
dostavame

Y = z—|—1 —2¢° +0, 5¢1+1,

¥ =i =90+ 0,997,

i — { 0,5¢7, +2+ iy, ak o2, +0.40%, — ¢y, <1
‘ 0,992 +1+ v, ak ¥, +0,403 -yl >1

Riesenim tohoto diferen¢ného systému od konca pri podmienke )5 = 0 dostavame

i 5 4 3 2 1
! 0 2 5 9,5 16,25
2 0 1 3,8 9,3 18,85
3 0 2 5 9,5 18,85
Pt 04wl —9i, 0 0,2 0,8 3,6 10,14
i1 1 1 1 0 0



Optiméalnu odozvu dostaneme postupnym vypoctom zo stavovej rovnice pri pociatocne;j

podmienke #¢ = (), ),1)T a podmienkach iy = @i; = 0, Gl = @3 = 14 = 1.

£ 0 0 1,71 4,275 8,1125
2 0 1 1,9 1,9 1,9 1,9
22 1 0,9 1,71 2,565 3,8475 5,77125

Opiit sme dostali jediného kandidéta na optimélne rieSenie a pretoze optimélne riadenie
pre tato tulohu existuje (pozri Poznamka 6, odsek 3.3), ndjdené riadenie je skutoéne

optimalne.

3.6. Linearna 1iloha optimalneho riadenia

Takto nazyvame tlohu, v ktorej rovnica systému, ohranicenia i tcelova funkcia si

linearne. Rovnica systému je
Tit1 = T + Ajx; + By,
kde A;, B; st matice typu n X n, resp. n X m,
£ =cla; + dlu,
Ui={u : Fiu<w;}
C={z : Gz = h},

pricom F;, G st matice a ¢;, d; w; h st vektory odpovedajucich rozmerov (i=0,...,k-1).
Pretoze vsetko je linedrne, jednak mozno pouzit Vetu 4, jednak st splnené podmienky, za

ktorych je ¢° = —1 a x # 0. Adjungovany systém rovnic nezavisi od z; ani u;

Vi — Yig1 = AiT’gDHl —¢, t1=1,..,k—1.
Podmienkou transverzality je
v = GTy.

Hamiltonian

a podmienka maxima

—d} U + i1 Bit; = ?ag_(_d?ui + ¢l Biw), i=0,...k—1

k2 K2

Predpokladajme Specialne

Uz:{u : Oézgujg 57 jzl,...,m},

(3
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to znamena

Ui =Ul x ... x U™, kde U’ = [o, 3] (3.33)

Potom sa podmienka (3.32) rozpadne na m podmienok

[—d] + (i+1B;)’ ]u — max ,
u; GUJ

z ¢oho vyplyva

ol ak —d] + L Bl <0
@l =< B, ak —d + ¢l B >0
neuréené, ak  —d’ + 77Z}z—|—1sz =0,

kde Bf je j-ty stlpec matice B;, j=1,...,m,i=0,....k— 1.
Dostali sme tak zaujimavy vysledok kvalitativneho charakteru: az na vynimoc¢ny pri-
pad —d! + gbiq:rle = 0, @; musi nadobudat extrémne hodnoty.

3.7. Linearno-kvadraticky regulator

Rovnicu systému a ohranicenia predpokladdme linedrne ako v predchadzajicej casti
ale polozime

1
f?(mi,ui) = 5@?@#1 + UiTRz'uz'),
kde Q;, R; st symetrické matice, Q; = 0, R; > 0. Adjungované rovnica sa zmeni takto
¥i — g1 = A Yip1 +9°Qid;

a podmienka maxima nadobudne tvar

1
—wo TRyt + ¢l Biti, = max §w0uiR;‘Fui + 1l Biwi (3.34)
Ak cielovd mnozina je cely priestor, tak ¢° < 0 a teda modzme polozit ¥° = —1. Ak

dalej zvolime Specialne U; ako v predchadzajicej ¢asti a R; = F, potom sa d4 podmienka
(3.34) upravit na podmienky

1

—§(u§)2 +7,biT+13 ul — H[laXB]] j=1,...m
z ¢oho vyplyva ' ' ‘
aj, ak of >l B
u = 5_139 ak o < H_1BJ < pfl .
Blak B <ulB

Opiit sme dostali kvalitativne zaujimavy vysledok: ’&i je rovné tej hodnote z intervalu
[, ], ktora je najblizsie hodnote o7, BY.
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4. Teoriariadenia

V predchéadzajucich kapitolach sme hovorili o optimalnych riadeniach. Sformulovali a
dokazali sme nutné a postacujice podmienky v tvare rovnice dynamického programova-
nia, ktoré umoznili vypocitat optimalne riadenia, sformulovali sme nutné podmienky op-
timality v tvare pseudoprincipu maxima, dotkli sme sa otazky existencie optimalnych
riadeni. Podotykame, Ze otézku existencie optimalneho riadenia mé zmysel klast az po
vyrieSeni otazky riaditelnosti, to znamend, po zodpovedani otazky, ¢i vobec existuje ne-
jaké pripustné riadenie. Otazkami riaditelnosti ale aj napr. otdzkami stabilizovatelnosti
systémov s riadenim sa zaobera tedria riadenia. V nasledujicich odsekoch sa zoznamime
s niektorymi zdkladnymi vysledkami riaditelnosti diskrétnych systémov. Podotykame, Ze
podobné vysledky sa daju dosiahnit aj pre spojité tlohy.

4.1. Dosiahnutelnd mnozina

Uvazujme diskrétny systém s riadenim dany diferen¢nou rovnicou

Tit1 = fi(xi,us), 1=0,..,k—1 (4.1)
spolu s pociato¢nou podmienkou
To = To (4.2)
a predpokladajme, Ze riadenia spliiaji podmienku
u; € U;. (4.3)

Nech U = {uyg, ..., up_1} je riadenie a nech X = {xy, ..., xx}, kde ¢ = Z¢, je jeho odozva.
Potom hovorime, Ze riadenie U prevadza systém (4.1) z bodu Zy do bodu zj na intervale
[0, k].

Pod dosiahnutelnou mnozinou Q(Z, k) prislichajicou k systému (4.1) a k podmienkam
(4.2) a (4.3) rozumieme mnozinu bodov, do ktorych mozno previest systém (4.1) z bodu
%o na intervale [0, k] riadeniami splhajtacimi (4.3). Symbolom (), k) oznac¢ujeme dosiah-
nutelni mnozinu z bodu zg = 0.

V pripade, zZe systém je linedrny a autonémny, t.j.

Tit1 = A.CEZ + Bui, (44)
pociato¢né podmienka je v tvare
o = 0
a nemame ohranienia na riadenie, t.j. U; = R™, vieme odvodif niektoré zaujimavé

vysledky a vlastnosti 2(), k). Vychadzajme pri tom zo vztahu

k—1
T = Ak{L’O + Z Ak_l_SBUS (45)
s=0
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Veta 4.1. Mnozina (0, k) tvori linedrny priestor.
Dokaz tohoto tvrdenia prenechdvame citatelovi.

Veta 4.2. Ak k1 < ko, potom Q(0,k1) C Q(0,k3). To znamend, ak existuje riadenie
U' = {ug,...,up, _,} previdzajice systém (4.4) z 0 do nejakého bodu x) € Q(0,k1) na
intervale [0, k1], potom ezistuje riadenie U? = {uf, ..., uj _,} previdzajice systém do
toho istého bodu na intervale [0, ko).

Dokaz. tohoto tvrdenia uz nie je celkom trividlny. Vyuziva skutoc¢nost, ze pri ” vypnutom”
riadeni, je zo = 0 pevnym bodom zobrazenia definovaného pravou stranou rovnice (4.5).
Z toho vyplyva, Ze na intervale ko — k1 nechame prislusné u; = 0 a potom nasadime
riadenie Uy, , ktoré prevedie 0 do §2(0, k1). Technika celého dékaz spoéiva vo vyuziti (4.5)
a spravnom preindexovani:

Nech = € (0, k1), potom z = S ¥ -1 AR =1-s Byl Nech

2 2 2 1 1
u - {Uo,...,qu_l} - {07...,07U0,...,uk1_1

tj,u?=0,prei=0,...k —k —lau?= u%_(kz_kl). Potom

ko—1 ko—1

ka—1—-sp, 2 k2—1-sp, 1
Z A Bu: = Z A Bus—(kQ—kl)
s=0 S:kg—k‘l

Oznacime s’ = s — (ko — k1). Potom ak s = kg — 1, tak s’ = kg — 1 — ko + k1 =k — 1 a
teda

k1—1 k1—1
— Z Ak‘Q—l—S/—k‘Q—Fk‘lBul/ — Z Akl—l—S/Bull =
S S
s'=0 s'=0
0
4.2. Riaditelnost linedrnych systémov
Mnozinu

Q(0) :== | Q(0,k)

k>1

nazyvame dosiahnutelnou mnozinou z bodu 0.
Hovorime, zZe systém (1) je dplne riaditelny z bodu 0, ak ©Q(0) = R™. (Samozrejme,
Q(0) podobne ako (0, k) zavisia od Uj!

Veta 4.3. Ak rank(B,AB,...,A""1B) = n, potom je systém (4{) (bez ohraniceni na
riadenie) uplne riaditelny z bodu 0.

Doékaz. Nech by nebol uplne riaditelny. To znamend, ze ©(0) # R™. Pretoze vsak 2(0)
je linearny priestor, tak existuje také v # 0, Ze vix = 0 pre vietky z € Ur>1Q(0, k).
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To znamena, Ze pre vietky k je vT Zi;é AF=1=5By, = 0, kde u; sa z R" Tubovolné. V
pripade, ze k = 1 dostavame vT A° Bug = 0 pre kazdé ug € R, z ¢oho vyplyva, Ze

v B = 0. (4.61)

Pre k = 2 dostavame, 7ze v! (Bug + ABu;) = 0 a teda vyuzijic (4.6) je v ABu; = 0 pre
kazdé u; € R, z ¢oho dostavame, ze

v AB =0, (4.62)
atd, az pre k = n — 1 dostaneme, Ze
vTAMIB = 0. (4.6771)
Zo vztahov (4.61),(4.62), ..., (4.6""1) dostdvame
v (B,AB, ..., A" 'B) =0,

¢o je v spore s tym, ze rank(B, AB, ..., A" '1B) =0. O
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