Domace ulohy pre predmet Optimalne riadenie
letny semester sk.r. 2000—2001

1. (P) Najdite extremalu pre ulohu varia¢ného po¢tu dant funkcionalom
5
Vz] = / (3t + Vi)dt a podmienkami z(1) = 3 a z(5) = 7.
1

2. (N) Najdite extremalu pre tlohu varia¢ného poc¢tu dant funkcionalom

1
1
Vix] = /0 (§x2 + zi + z)dt, kde x(0) aj x(1) st volné.

3. (P) Nech a(t),t € [0,7] je optiméalne riadenie a nech #(t) je optimalna odozva pre
nasledujicu tlohu optiméalneho riadenia:

it = (2)? + 22%u, i? = ot + 4(2?)?u, t€10,17,

u(t) € [0,1],Vt € [0,T1, z1(0) =0, 22(0) =0, 21 (T) 4 23(T) =8,

maXJ:/O [(z%)° — x™ (u)?]dt.

Napiste podmienky Pontrjaginovho principu maxima pre toto riadenie.

4. (P) N4jdite rieSenie podmienok PPM pre nasledujicu tlohu optimalneho riadenia:
t=2u, tel0,T], T volné

wel-1,1], x(0)=8, =z(T)=0, minT7.

5. (N) Néjdite riesenie podmienok PPM pre nasledujicu tlohu optimélneho riadenia :
T =x°, °=wu, te€[0,T], T volné,

T
1 1
(= 4+ zu?)dt.

' (0)=a>0, 2%(0)=0, 2Y(T)=0, 2*(T)=0, minJ:/ 5+ 3
0

6. (P) Néjdite riesenie podmienok PPM pre nasledujacu OR:
T
t=u, tel0,T], T volmé, z(0)=4, z(T)=25, min J = / (t? 4 u?)dt.
0

7. (N) Odvodte podmienky PPM pre nasledujicu jednorozmerni OR:
= f(z,u), z€R, weR, tel0,T], T volné
z(0) =xo, x(T)=¢(T), (¢ je dand funkcia), wu €U,
T
minJ:/ £O(x,u)dt.
0

Napiste tieto podmienky v ¢o mozno v najjednoduchsom tvare (bez novych premennych).



8. (P) Pre tlohu o optimdlnej spotrebe sme uz odvodili kvalitativny vztah medzi i, § a
spotrebou C(t) pomocou Eulerovej rovnice. Odvodte teraz ten isty vztah pomocou PPM a
ekonomicky ho interpretujte.

K=iK—-C, te|0,T], T dané ; K(0) = Ko, K(T) = K,
kde Ky, K7 su dané kladné c¢isla;

T
max J :/ e PU(C(t))dt, kde Uc >0, Upc < 0.

9. (P) Rieste nasledujiucu OR:

t=-x—u, te€[0,T], T volné

T
1
o(0) =a>1, o) volu, we 01), min = [ 2dt+ 5(a(T)),
0

Tato tlohu mozno interpretovat ako medicinsky problém zniZovania infekcie nasledovne.
Pacient, ktory ¢akd na operéaciu, sa nakazil infekciou (x(t)- troven infekcie). Ak ma byt
operacia vykonané, je potrebné znizif troven infekcie. Keby sa nechal infekcii volny priebeh,
pacient by ju sice zdolal, ale mohlo by to trvat priliz dlho. Preto sa pacientovi podavaja
lieky (u(t)- vplyv liekov na znizenie infekcie), ktoré urychluju zdolanie infekcie. Ucelova
funkcia modeluje dve konfliktné moznosti:

- redukovat infekciu a ¢akat s operaciou;

- operovat ¢im skor aj ked je infekcia vysoka.

10. (N) Najdite nejakt ekonomick interpretaciu predchadzajtcej tlohy.

11.(P) Uvazujme nasledujticu UOR:

T
t=u, te€l0,T], T pevné, z(0)=uwmz¢, =(T)volné, maxJ = / (x — —)dt.
0

V zmysle definicie z prednasky, je to tloha D(0, zg).

(a) Definujte pre ty € [0,7] a ¢ € R prislusna alohu D(tp,z), a hodnotovi funkciu
V(t(), .’L’O) .

(b) Vy¢islite V (tg, xo). Vyuzite pri tom, ze v tomto konkrétnom pripade je PPM aj postacu-
jacou podmienku optimality.

(b) Preverte, ¢i v tomto pripade plati vztah medzi hodnotovou funkciou a adjungovanou
funkciou odvodeny na prednaske.

12.(N) Ukéazte (sta¢i formélnym odvodenim), Ze pre linedrno-kvadratickd tlohu
T
t=Ax+ Bu, te€][0,T], T pewné, U=R"  C=R", min/ [T Qx + uT Ruldt,
0

kde @Q =QT >0a R=RT >0, jehodnotova funkcia V dané v tvare V(t,z) = T W (t)x,
pricom W (W = W7 > 0) je riesenim tzv. Riccatiho diferencidlnej rovnice

dW
— T WA+ ATW —WBR'BTW +Q =0, W(T)=0

13. (P) Z prikladov, ktoré sme riefili na prednaskach resp. ako DU, si vyberte jeden a
ukézte pren, ze riadenie, ktoré sme nasli pomocou PPM, je optimélne.



14. Uvazujme ulohu najrychlejSieho premiestnenia rieSent na poslednej prednéaske.

a) Vyuzitim vysledkov z prednasky uréte optimalne riadenie a optimalny ¢as v pripade, ze
:c(l) = -1, 16(2) =0.

b) Podobnym spésobom ako na prednéske najdite optimalne riadenie a optimalny ¢as ak zq
lezi nad w.

15. Urobte syntézu optiméalneho riadenia pre tlohu najrychlejsieho prechodu

it =2t +u,  2N(T)=0
i? = 2% +u, 2*(T) = 0, lu| < 1.

16. Vyuzitim vlastnosti singularnych riadeni zistite, ktoré hodnoty z mnoziny U mobze
nadobudaf optimalne riadenie pre tlohu:

t=—-0r+u, te€[0,T], T pevné

2(0) =0, (T)volné, wuel01], maxJ:/OTaac(t)(l—u(t))dt.

Tato tlohu moZno interpretovat napr. ako problém o vzdelavani: (x - Groven vzdelania
jednotlivca, u - pomerna ¢ast pracovného ¢asu venovana vzdelévaniu, ax(t) - zarobok pre
uroven vedomosti = pri plnom vykone).

18. Rieste nasledovnu tlohu optimalneho riadenia:

t=z+u, x(0)=a>0, limaz(t)=0, minJ = / (=)e "udt.
0

t—o0 2

17. Zistite, ¢i je systém @' = u!, % = 2! +u?, i3 = 22 + u' 4+ u? s oblastou riadenia
U = [-1,1] x [-1, 1] normélny.



