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SPOJITA TEORIA OPTIMALNEHO RIADENIA

1. VSEOBECNA SCHEMA SPOJITEJ ULOHY OPTIMALNEHO RIADENIA (UOR)

V minulom semestri sme sformulovali dve spojité UOR. Prvou bola tiloha najrychlejsie-
ho premiestnenia (pozri Priklad 1 v uéebnom texte Optimalne riadenie I pre zimny se-
mester), druhou bola tloha o optimélnej spotrebe (Priklad 3). Sformulovali sme tieZ
vieobecntt schému UOR, spoloénii pre spojité aj diskrétne tlohy. V tomto semestri sa
budeme zaoberat iba spojitymi tlohami a preto vSeobecnt schému upravime do tvaru,
ktory viac vyhovuje spojitym tloham.

1.1 Formulacia vSeobecnej UOR.

Uvazujme objekt, ktorého spravanie budeme pozorovat v spojitom case ¢t € [to, T].
Okam?Zity vstup v ¢ase ¢ do tohoto objektu je uréeny veli¢inou u(t) € R™ a okamzity stav
veli¢inou z(t) € R™. Sprévanie objektu v meniacom sa Case je popisané diferencidlnou
rovnicou,

a(t) = f(t,=(t),u(?)), t € [to, T, (1)

kde f : R x R* x R™ — R" je dana funkcia. Jednotlivé vstupy a stavy su ohranicené
dalsimi podmienkami. Takymi podmienkami st pociatocnd podmienka

z(to) = To, (2)

koncovd podmienka, alebo podmienka na stavovil premenni v koncovom case T’

z(T) € C, (3)
ohranicenia na riadenie
u(t) e U(t), tE€ [to,T], (4)
a ohranicenia na stavovi premenni
z(t) € X(t), t € [to,T]. (5)

"Kvalitu” jednotlivych vstupov ako funkcii ¢asu mdzeme merat ucelovou funkciou

min J := o>t (), ut))dt + o(z(T)) (6)

to

kde fO: RxR* x R™ - R a ¢ : R* — R st dané funkcie.

Funkcia, ktord kazdému casu t € [tg,T] priradi hodnotu vstupu u(t) do systému,
sa nazyva riadenim (ozn. wu(.)). Zatial ¢o v diskrétnych tlohach riadeniami mohli byt
TubovoIné (diskrétne) funkcie, v spojitych tlohach funkcie u(.) musia mat také vlastnosti,
aby boli splnené nasledovné podmienky:

(1) pri zvolenom u(.) existuje z(.) rieSenie diferencidlnej rovnice (1) s pociatocnou pod-
mienkou (2) aspon na nejakom intervale (t,,t, + €), € > 0;
(ii) rieSenie x(.) z bodu (i) je jednoznacne urcéené;
(iii) pomocou zvolenych riadeni vieme rieit dostato¢ne Siroku triedu UOR.
Zvolme funkciu u(.) a dosadme ju do systému (1). Dostaneme

() = f(t,x(t),u(t) = f(t,z(t)).
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7 teorie diferencidlnych rovnic vieme, ze ak f je spojita v t a spojite diferencovatelna v x,
tak prislusna diferencidlna rovnica ma vlastnost lokalnej existencie a jednoznac¢nosti. To
znamenad, ze v pripade, ze funkcia f je spojitd v prvej a tretej premennej, t.j. vi a v u
a spojite diferencovatelnd v z, stacilo by ziadat, aby funkcie u(.) boli spojité. Potom by
pre kazdé takéto riadenie prislusna zlozena funkcia f splitala predpoklady zabezpecujtice
splnenie nasich podmienok (i) a (ii). Bola by vSak takato trieda riadeni dostato¢ne Siroka,
aby spliala aj podmienku (iii)? Pozrime sa na tlohu najrychlejsicho premiestnenia z
Prikladu 1. Intuitivne je jasné, aké musi byt rieSenie tejto tlohy: najprv musime vozik
maximalnou silou roztlacat a potom maximalnou silou brzdit. Optimalnym riadenim pre
tuto tlohu teda bude nespojité riadenie. Z tohoto prikladu je zrejmé, ze triedu riadeni
musime rozsirit, ak v nej chceme zabezpedit rieSitelnost tloh typu Prikladu 1.

Vhodnym rozsirenim bude trieda po ¢iastkach spojitych? funkcii. Pre riadenia z takejto
triedy tiez dostaneme splnenie podmienok (i) a (ii). Staci iba aplikovat spominant tedriu
diferencidlnych rovnic na kazdom z intervalov, kde je w(.) spojité a prislusné rieSenie
diferencialnej rovnice "spojite nadpajat”. Prislusné riesenie bude potom po &iastkach C!
(vid obrazok z prednagky).?

Odteraz pod riadeniami budeme rozumiet po ¢iastkach spojité funkcie [t,, T] — R™.
Aby sme sa vyhli nedorozumeniu, v kazdom bode nespojitosti budeme riadeniu prisud-
zovat ako hodnotu jeho limitu sprava a v pravom krajom bode intervalu definicie li-
mitu zlava. Odozvou x(.) na riadenie u(.) budeme rozumiet prislusné rieSenie x(t) =
x(t; o, u(t)) rovnice (1) s podmienkou (2). Podotykame, Ze odozva modze a nemusi byt
definovand na celom intervale [tq, T'].

Pod pripustnym riadenim budeme rozumiet riadenie, ktoré spolu so svojou odozvou
spliia ohranicenia (3), (4) a (5), t.j. u(t) € U(t), t € [to,T], prislusnad odozva z(.) je
definovand (existuje) na celom intervale [ty, T'|, pricom z(t) € X (¢) t € [to,T] a z(T) € C.

Optimalne riadenie je také pripustné riadenie, ktoré minimalizuje ucelova funkciu

J(u(.)) = fo(t, x(t; zo, u(.)), u(t))dt + o(z(T; zo,u(.)))

to

v triede vSetkych pripustnych riadeni.

1.2 Klasifikacia UOR.

Zavedieme niektoré pojmy, ktoré umoznia blizie charakterizovat konkrétne UOR.

(1) Podla intervalu, na ktorom uvazujeme cely proces, rozdelujeme tlohy na tlohy s
pevngm casom (interval [tg, T'] je vopred zadany), volngm casom (interval je konecny, ale
nie je vopred zadany) a na nekonecnom casovom horizonte (intervalom je [tg,00)).

(2) Pociatoéna podmienka formulovand vztahom (2) je najcastejsie sa vyskytujicou
podmienkou. Tedriu optimélneho riadenia vSak mozno aplikovat aj na tlohy so vSeobecne
zadanymi pociatoénymi podmienkami typu z(tg) € P, kde P moze byt zadané podobne
ako cielovd mnozina C' (vid nasledujici odstavec).

2Po ¢iastkach spojitd funkcia mé koneény pocéet bodov nespojitosti a v tychto bodoch mé koneéné
jednostranné limity
3Triedu po ¢iastkach spojitych riadeni mozno dalej rozsirit na triedu meratelnych funkcii pri pouziti
tzv. Carathéodoryho tedrie diferencidlnych rovnic. Pritom niektoré vysledky tedrie optimalneho riadenia
(napr. vety o existencii optimélnych riadenf) sa daji dokdzat iba v triede merateinych riadeni. My vsak
bohato vystacime s riadeniami po ¢iastkach spojitymi.
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(3) Podla typu koncovej podmienky delime tlohy na tlohy s volngm koncom (C' = R™),
tilohy s pevngm koncom (C = {zr}, kde z1 € R™ je dané ). Castokrat byva mnoZina
C' zadand ohranic¢eniami typu rovnosti C' = {z | g(z) = 0}, kde g je zadana funkcia,
g : R* — R'. Takéto tlohy sa niekedy nazyvaja tlohami s ciastocne volngm koncom. V
ekonomickych tlohach sa stretavame aj s cielovou mnozinou typu C' = {z | g(x) > 0}.

(4) Mnoziny U(t), definujice ohrani¢enia na riadenie byvaji uzavreté podmnoziny
R™. V pripade, Ze U = R™ hovorime o tilohe bez ohraniceni na riadenie. Castokrat byva
U={ueR™|u €la,fBi],i=1,...,m}.

(5) Ohranicenia na stavovi premennu (pokial sa vyskytuji) byvaja zvycajne zadané
v tvare h(z(t)) < 0, kde h je dana funkcia. V ekonomickych tlohéch sa ¢asto vyskytuji
ohranicenia v tvare x:(t) > 0. Treba povedat, Ze ohrani¢enia na stavovi premenni velmi
komplikuju tedriu riadenia. Trochu lepSie si vie tedria poradit s ohrani¢eniami zmieSaného
typu h(z(t),u(t)) < 0. V standardnej ulohe sa vSak nevyskytuju Zziadne ohranicenia na
stavovi premennt, t.j. X (¢) = R".

(6) V pripade, ze UOR ma téelovi funkciu v tvare (6), t.j. je siétom integralu a
funkcie koncového stavu, hovorime, Ze tloha je Bolzovom tvare. V pripade, Ze tcelova
funkcia je definovand iba pomocou integralu (t.j. ¢ = 0), hovorime o Lagrangeovom
tvare. Nakoniec, ak je ucelova funkcia definovana iba ako funkcia koncového stavu (t.j.
fo = 0), tak hovorime o Mayerovom tvare tlohy. D& sa ukazat, 7e vSetky tri typy tloh
st ekvivalentné v tom zmysle, Ze jedna sa da previest na hociktora druha (i ked niekedy
vys§ieho rozmeru).

V tedrii optimalneho riadenia maji vyznamné miesto ulohy, kde f° = 1 a zaroven
p=0,tj. J=T—1y. V tomto pripade vlastne minimalizujeme ¢as a takéto tlohy sa
nazyvaju tlohy najrychlejsieho prechodu, alebo ¢asovo optiméalne tlohy.

V pripade, ze vSetky zadané funkcie a mnoziny vstupujice do horeuvedenej schémy
nezavisia explicitne od ¢, hovorime o autondmnej UOR.

Historicky UOR predchadzali tilohy variaéného poc¢tu, ktoré sa daji chapat ako pod-
trieda tloh spojitého optimalneho riadenia.

2. ZAKLADNA ULOHA VARIACNEHO POCTU.
EULEROVA ROVNICA

2.1. Formuléacia zakladnej ulohy.
Pod zakladnou tlohou varia¢ného poc¢tu rozumieme tlohu néjst (lokalny) extrém (ma-
ximum alebo minimum) nasledovného funkcionalu

/0 FO(t, w(t), (1)) dt = V(a(.))

za podmienok
z(0) =x9, x(T)=zr.

Pritom f° : R® x R® — R je dana C? funkcia, zo, z7 € R" st dané vektory a T je
dané kladné ¢&islo. RieSenie hlfaddme v triede funkcii z(.) € C1[0, T

Ako takéto tlohy suvisia s UOR? Vsimnime si, 7e funkcional V sa podoba uéelovej
funkcii J z formuldcie UOR aZ na ¢len i(t), kde v J mame u(t) (riadenie). Je zrejmé, 7e
pomocou oznacenia



mozeme zakladnt tlohu varia¢ného poctu previest na nasledovnu (Specidlnu) UOR

t=u, te€l0,T], T dané, xz(0)=uxzy, z(T)=zr,

extr.] (u(.)) = /0 O, (1), u(t))dt.

Je to tloha s pevnym ¢asom, bez ohranic¢enia na riadenie!

Poznamenajme, Ze naopak, iba niektoré UOR sa daji previest na tilohy variaéného
poctu. Takou je priklad zo zimného semestra o optimalnej spotrebe, ktory bol formulo-
vany nasledovne:

k(t) =ik(t) —c(t), te€l[0,T], T dané,
k(O) = ko > 0, k(T) = kr,

T
max / e~ U (c)dt,
0

kde U je dané funkcia spliajtca U >0alU" <O0. _
Pretoze z diferencidlnej rovnice vieme vyjadrit ¢ = ik — k, dosadenim do ucelovej
funkcie dostavame tulohu variacného poctu

T
max/ e U (ik — k)dt
0

s podmienkami £(0) = ko > 0, k(T) = kr.

2.2. Odvodenie nutnych podmienok optimality.

Predpokladajme, Ze #(.) je rieSenim UVP. Hladdme taki vlastnost krivky #(.), ktora
by bola ind, nez vlastnosti susednych kriviek. Susedné krivky budeme generovat pomocou
tzv. variaénych kriviek: éx(.) € €10, T], splhajicich

dz(0) =0, dz(T) = 0. (1)
Takéto variacné krivky nazyvame pripustné. Susedné krivky definujeme nasledovne:
xe(t) = z(t) + edx(t).

Je zrejmé, ze . _
T(t) =T +edz(t)

a ze ked ¢ — 0 tak aj z.(t) sa "blizia”* ku #(¢). Pre kazdi varia¢nt krivku dz(.), moZeme
teraz definovat V(z.(.)) ako funkciu ¢ nasledovne

T

Fle) == V(.re(.)):/fo(t,xg(t),:be(t))dt.

0

4Co rozumiel pod konvergenciou funkcii tu nedpecifikujeme
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Zrejme F(0) = V(z(.)) a pretoze V(Z(.)) bola extremalna hodnota funkcionalu V, tak aj
funkcia F'(e) nadobida extrém v bode e=0. Pretoze F'(¢) je diferencovatelna, musi byt v
bode £=0 splnena nutnd podmienka extrému. Dostavame

dF (e T d - a i
T L Y S e

Trofe,, . . N
:/0 [8:{; (t,x,x)5$+—¢(t,x,:ﬁ)5a¢] dt.

Na druhy scitanec pouzijeme per partes a pokracujeme

TrOf, .o dof, . A
0= [ [t irie = g i) sa] s |y = ow
Trof .. dofe, .
—/0 [%(t,x,x)—%%(t,%x)] oxdt, (2)

kde sme pouzili vlastnost (1) pripustnych variaénych kriviek. Dostali sme, Ze integral (2)
mé byt rovny nule pre Tubovolnii pripustnt varia¢ni krivku dz(.). Z toho sa da odvodit,
ze aj hodnota vyrazu pod integralom musi byt rovna nule v kazdom ¢ € [0, T, t.j.

L (t,7,%) — ——=—(t,&,2) =0, Vtel0,T]. (3)

Rovnica (3) sa nazyva Fulerova rovnica. Skratene ju zapisujeme (bez argumentov) v
tvare

o4

0
;= 0.

Co je to za rovnica? Rozpisme deriviciu podla ¢asu v druhom vyraze v (3).

dof oy
dt 0% 00t

(t, &, 1) —

Teda Eulerova rovnica je vlastne diferencidlna rovnica druhého radu:

af°
or

32f0 32f0

. 32f0
PR TACKIE e v

Ox2

(t, 2, &) — (t,&,2).2 — (t,&,2).2 = 0. (4)
Spolu s okrajovymi podmienkami ddva Eulerova rovnica (formélne) dostatok podmienok
na urcenie z(.).

2.3. Poznamky.

1. Eulerova rovnica je nutnou podmienkou optimality (prvého radu) pre UVP. Je
spolo¢nd pre maximum aj minimum.

2. Nutnymi podmienkami druhého radu su tzv. Legendrove podmienky, ktoré umoz-
fuji rozli§if maximum od minima. Pre minimum je to podmienka fJ. > 0, V¢ a pre

maximum fJ. <0, V¢ (VSimnime si analdgiu s diferencidlnym poctom.)
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3. V pripade, 7e fO(t, z, @) je konvexna (konkdvna) v premennej (z, 1), potom Eulerova
rovnica je aj postacujica podmienka pre min (max).

4. Ak koncovy stav x(T) nie je vopred zadany, t.j. ak je tloha s volnym koncom,
tak sa daju miernou modifikiciou horeuvedeného postupu odvodit nutné podmienky aj
pre takito tlohu. Zrejme pripustné variacné krivky budd musiet splitat iba podmienku
6x(0) = 0. To znamend pripustné budi aj variacné krivky splhajice éx(T) = 0 aj
dz(T) Tubovolné. Analogicky, ako v predchadzajicom pripade, dostaneme vztah (2a).
Potom pomocou variaénych kriviek, ktoré spliaja dz(T) = 0, dostaneme platnost Eu-
lerovej rovnice. Dosadme ju do (2a). Z podmienky dz(7T) = 0 dostaneme, 7ze musi platit
83—{;:5-T|t:T = 0 pre vSetky dz, (teda aj tie, ktoré maju dx(T) # 0) a teda dostavame
podmienku .

o =0
Téato podmienka sa nazyva podmienkou transverzality a doplha systém podmienok pre
urc¢enie & pre tlohu s volnym pravym koncom. Analogické podmienky v ¢ase ¢ = 0 mozno
odvodit v pripade, Ze nie je zadané z(0).

5. V pripade, Ze nie je pevne zadané T, mozno modifikovat odvodenie nutnych pod-
mienok aj pre pripad T -volné. V tomto pripade za triedu susednych kriviek treba zobrat
krivky definované na intervaloch premenlivej dizky [O,T + edT] a tomuto faktu sa da
prisposobit aj zvySok dokazu. K Eulerovej rovnici ako vysledok pribudne podmienka

o Of°. _
(f - W)t:fo

formalne umoziujtica vypoditat optimalne 7'.

6. Vo varia¢nom pocte sa skiimaji aj tlohy s réznymi dal$imi ohrani¢eniami napr.
o(z(T)) =0, z(T) > 0 a pod. Pretoze vSak kazda tlohu varia¢ného po¢tu mozno prefor-
mulovat do tlohy optiméalneho riadenia, ktoré budeme analyzovat pomerne vo v§eobecnom
tvare, nebudeme sa dalej vSeobecnej$imi lohami variacného poc¢tu zaoberat.

2.4. Priklady.

Priklad. RieSme tlohu varia¢ného poctu
2 .
V(z) :/ (12t + 22)dt, 2(0) =0, z(2) =8,
0

Zrejme fO = 12t, f) =2z, f), =0, 2 =0, f). = 2. Dosadenim do (4) dostdvame
Eulerovu rovnicu pre dany priklad

12t — 22 = 0.
Hladame jej vSeobecné rieSenie
i=6t=i=3t"+c1 = x=1"+cit +ca.

7Z okrajovych podmienok vyplyva, 7e ¢; = 0, ¢z = 0 a teda z(t) = t3. Teda, ak dan4
tiloha m4 extrém, potom ho nadobtda vo funkcii (t) = 3.
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Priklad. RieSme uz spominant tlohu o optimalnej spotrebe. Predpokladajme, 7e 7,0 >
0.

Tuato tlohu formulujeme ako

T
max / Uik — B)dt,  k(0) = ko >0, k(T) = k.
0

Zrejme

fP= e_t5U'(ik — if)l,
£l =e"PU'(ik — k) (—
0 = 5e7 U (ik — k),
0 = —e U (ik — k),

0 = e U (ik — k)

1)7

Dosadenim do Eulerovej rovnice (4) dostavame

e U (ik — k)i — 0e U (ik — k) + e PU" (ik — k)ik — e U (ik — k)k = 0
Po tpravach a vyuzitim ¢ = ik — k dostaneme

" (s
(i —6) = —wé.
U'(ik — k)

Pretoze — UU’,’ > 0 tak dostavame, Ze ¢ ma to isté znamienko ako (i — §). Teda

ak 7 > 4, tak spotreba rastie

ak i < 4, tak spotreba klesa

ak ¢ = ¢, tak je spotreba konStantna.

To znamend, ze ak je irokova miera 7 vii¢Sia ako spotrebitelova miera netrpezlivosti d,
tak je optiméalne odkladat spotrebu na neskor a teda tok spotreby rastie v Case.

To sme dostali kvalitativny vysledok aj ked sme nepoznali konkrétny tvar funkcie U.

Ak zadame U(c) = In(c) a Kp = 0, budeme vediet z nutnych podmienok néjst rieSenie
v uzavretom tvare.

Dosadime:

R (z‘k—ic)’z(m_k)_o

(i —0)(ik — k) — (ik—Fk)=0
2k — ik —idk + 6k — ik + k=0

k4 (8 — 20k + (12 —id)k =0

Charakteristicka rovnica



A4 (6 = 20N+ (i —i0) =0

Vseobecné rieSenie . .
k(t) = Ae't + Beli=0)t

VyuZzijeme pociatocni a koncovi podmienku na urcenie A, B. Postupne dostaneme
ko=k(0)=A+B=A=ky— B

0=kyp = k(T) = (ko — B)e'T + Bel=97T = il — T B(1 — e797T)

ko
=B=1—"r
e 1
= _ko(l_il_e—(sT)
—dt —6T
1; e — €
K(t) = hoe —— 57—

Dostali sme jediného kandidata na rieSenie danej tulohy.

3. STANDARDNA UOR. PONTRJAGINOV PRINCIP MAXIMA.

3.1. Formulicia $tandardnej UOR.
Pod $tandardnou UOR budeme rozumiet autonémnu tlohu s volnym ¢asom, bez ohra-
ni¢eni na stavovu premennt, s Lagrangeovou ucelovou funkciou, popisant nasledovne:

z(t) = f(x(t),u(t)), tel]0,T], T volné, kde f:R" x R™ — R", (1)
z(0) = zo, (2)
z(T) e C = {z | g(x) =0}, kde g : R* = R (3)
u(t) e U, te€l0,T], (4)
z(t) eR™, tel0,T], (5)
min J (T, u( / Oz (t))dt, kde f°:R" x R™ — R. (6)

Budeme predpokladat, ze f, f°, g € C'. Dalej budeme predpokladat, ze [ < n a Ze vektory

dg' (z)
ox

3.2 Formulacia PPM.

V tejto casti sformulujeme Pontrjaginov princip maxima pre SUOR. Podobne ako
v diskrétnom pripade, aj tu bude do formuldcie vstupovat novd premennd ¢ € R" a
konstanta 1°. Nech a(t), t € [0, T] je optimalne riadenie pre SUOR a #(t) je jeho odozva.
Pod adjungovanou rovnicou (AR) rozumieme

P <af°<ae<t>,a<t>>>T . <af<:%<t>,a<t>>>T o). AR)

(z) st linearne nezavislé pre kazdé x € C. Tato tilohu budeme oznagovat SUOR.

ox ox
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Podmienka transverzality (PT) je definovana:

IxeR: (T = <M> X- (PT)

Hamiltonova funkcia (HF') :

H(z,u,,9°) = ¢° 0 (x,u) + 7 f (2, u). (HF)

Pod podmienkou maxima (PM) budeme rozumiet:

~

H((t), a(t), ¢ (t),9°) = gleagﬂ(f(t),u,@/}(t),@/io), viel0,T] (PM)

a podmienkou stacionarity (PS) :
H(&(t), a(t),(t),v°) =0 V¢ e[0,T]. (PS)

Veta : Pontrjaginov princip maxima. Nech @ (t), t € [O,T] je optimdlne riade-
nie pre SUOR a nech Z (t) je jeho odozva. Potom existuje (°,4(t)) # 0, ° < 0,
ktoré je rieSenim adjungovanej rovnice (AR) a podmienky transverzality (PT) také, Ze
Hamiltonova funkcia (HF) splia podmienku maxima (PM) a podmienku stacionarity

(PS).
Dokaz. Dokaz je dlhy a tazky, preto ho vynechame.

3.3. Poznamky.

(a) Viimnime si, Ze (AR) ako aj (PM) st linedrne v (¢°,4). Z toho vyplyva ak Z,
splitaji PPM s nejakym (¢°,4(t)) potom z, @ splhaji PPM aj s c(¢°,9(t)), ¢ > 0.
Pretoze podla PPM bolo 4° < 0, zrejme sta¢i uvazovat iba dve mozné hodnoty 9°, a to
0a—1.

(b) PPM déva formélne dost podmienok na urcenie %, 4, T (a v). Skutoc¢ne, v pripade
volného u € R™, dava (PM) m podmienok pre u. Diferencidlne rovnice (1) a (AR) spolu
s pociatocnymi podmienkami, koncovymi podmienkami a podmienkami transverzality
davaji podmienky pre funkcie z(.), ¢(.). Podmienka (PS) je podmienkou pre T" a pomaha
¢astokrat vylacit pripad °.

(¢c) PPM je nutnou podmienkou optimality. RieSenim tychto podmienok ziskame iba
kandidatov na optiméalne riesenie tlohy. Ak ziskame prave jedného kandidata a z inych
zdrojov (existen¢né vety), budeme vediet, 7e iloha ma optimalne rieSenie, tak tento jediny
kandidat je aj optimalnym rieSenim. V niektorych pripadoch je vSak PPM, ako uvidime
neskor, aj postacujicou podmienkou.

(d) V pripade, ze mame tlohu na volny koniec, kde C' = R"™, tak ¢(T) = 0. Toto
tvrdenie sa da (formalne) odvodit z (PT). Cielovii mnoZinu mozno popisat ako C = {x €
R" |g(.r):0},kdegEOateda%:0.

(e) Vo vSeobecnosti plati

!/

{vol’né, prei=1,...,n L {0, prei=1,...,n

(1) = () = |

»Tf;p, prei=n"+1,...,n X' prei=n'+1,...,n
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3.4. Riesenie uloh.

Priklad 1. Najdite riadenie a jeho odozvu, ktoré splhaji podmienky Pontrjaginovho
principu maxima pre nasledovnu tilohu najrychlejsieho prechodu:

t=xz+wu, te€[0,T], T-volné

T
min7, t.j. minJ::/ 1dt.
0

Riesenie: Zrejme n = 1, m =1, f =z +ua f* =1, g = 2 — 11. Dosadenim do
adjungovanej rovnice (AR) dostaneme

(AR) )=~ = p(t) = ke™".
Z podmienky transverzality vyplyva, Ze
(PT) H(T) = x;

¢o nedava ziadnu informaciu, pretoze xy nepozname. Dosadenim do podmienky maxima
dostaneme, 7Ze je treba riesit maximaliza¢na tlohu, ktord formalne zapiSeme ako

(PM) P+ (r +u) - max
u€[—1,1]

Tato uloha je ekvivalentna s tlohou

Yu — max

ue[—1,1]
a jej rieSenim dostavame
1, ak >0
u=< —1, ak ¥ <0.

neurcené, ak ¥ =0

Podme analyzovat pripad 1y = 0, kedy riadenie nie je uréené z podmienky maxima. Ak by
v nejakom ¢ bolo ¢ (t) = 0 tak by z vypocitaného tvaru adjungovanej funkcie vyplyvalo,
7e k = 0 a teda ¢(t) = 0. Z toho dostdvame, e ¢)® = —1. Dosadenim tychto hodnot do
Hamiltonovej funkcie by sme dostali, ze H = —1, ¢o je spor s podmienkou stacionarity
(PS). Z toho vyplyva, 7ze k # 0 a dostavame iba dvoch kandidatov na optiméalne riadenie:
u =1 alebo u = —1 Z podmienky (PS) postupne dostavame

H|,_#=0

PO+ p(T)(A1 +£1) = ¢° + ke (11 + £1) = 0
11



ke P11 4+ 41) > 0= 9% = —1
E>0=u(t)=1

Podmienka (PS) teda umoznila vylucit jedného kandidata a zostéva jedingm kandidatom
u(t) = 1. Vypocitame odovzu na takéto riadenie

i=x+1=z(t)=c'ro+ /t e"*ds == 5e' + e'[—e ] = 6e’ — 1
0
a 7 poziadavky na splnenie koncového stavu urc¢ime optiméalny cas:
11 =2(T) = 6T — 1= T = In2
Dostali sme jediného kandidata na optimdlne riadenie
a(t) =1, te[0,ln2] Z(t)=6e" —1
V&imnime si, z podmienky stacionarity v bode ¢t = T' mozeme uréit k:
(PS)|t=r — —1+ 1%12 =0=k= é
a 7e podmienka stacionarity naozaj plati v kazdom t:
(PS)]y — —1 + ée‘t((iet —141)=0.

Tuato vlastnost sme vSak v tomto priklade nepotrebovali na urc¢enie riadenia.

Priklad 2. N&jdite riadenie spliajice podmienky PPM pre naslwdujtcu tlohu:

it = 22, 2Y0) = ay,
> = 23, 2%2(0) =  ao,
P = u, 220) = a3>0

3(T)=0, t€l0,T], T — volné

T uz
min/ <k+—>dt, k>0
0 2

RieSenie: Zrejme n = 3, m = 1, [ = 1, g(z',22,2%) = 23. Dosadenim do podmienky
transverzality dostavame

(PT) ! (T) = *(T) = 0.
Z adjungovanej rovnice
! 0 00 0\ /v
(AR) p2l==[0])¢°—|1 0 0] [ 2
W3 0 01 0 e



dostavame pouzitim vysledkov z (PT)
Pl=0 = Y'=0
P?=—yl = ¢Y*=0 .
=y = i) =C
Podmienka maxima sa formalne zapiSe ako:

(PM) Y0 <k+ “;) +@[J1f1+1/)2f2+0u—>m€aé<

Viimnime si, 7ze ak by ¢° = 0 tak v (PM) dostaneme linearnu funkciu. Linedrna funkcia
na R nadobuda extrém iba ak je konstantna, t.j. ak C' = 0. Z toho vyplyva, ze vSetky v
sti nulové, ¢o je spor s tvrdenim PPM. Preto ¢° = —1 a (PM) m4 tvar

u2
—<k+?>+0u—>maa¢

Hladdme maximum konkavnej funkcie. Nutnd podmienka prvého radu je zaroven aj
postacujicou:
—u+C=0=>u=C

C=0=spors (PS)y=C#0

Naozaj, dosadme vypocitané riadenie do Hamiltonovej funkcie. Dostaneme
02
H|y = - <k+7> +C*=0

Po tuprave
2

—k+%:0:>02:2k:>(}:i\/§k

Opiit dostéavame dvoch kandididtov na optimdalne riadenie. Dosadme u = C do diferen-
cidlneho systému zo zadania tilohy a pouzijeme aj koncovii podmienku. Dostaneme

T:%CL?’:>C<0 teda C = —V2k

4, NEAUTONOMNA ULOHA.
ULOHA S PEVNYM CASOM

Standardné neautonémna tloha sa 1i§i od Standardnej autonémnej tlohy tym, Ze
funkcie fO, f zavisia aj explicitne od t. Pritom interval [to, T], na ktorom tlohu uvazu-
jeme moze byt bud pevne zadany, alebo jeho prava strana mozZe byt volna. To znamena,
budeme sa zaoberat tlohami v tvare

T = f(t,x,u), t€lty,T], T — volné alebo pevné (1)
z(ty) =z (2)
x(T) € C={z | g(x) =0} (3)
u(t)y e U, t€ ty,T] (4)
J = /T fO(t, z,u) dt — min (6)

13



Analogicky ako v autonémnom pripade, aj tu mozeme definovat Hamiltonovu funkciu
pomocou adjungovanej premennej predpisom

H =y fO(t,z,u) + 9T f(t, 2, u) (HF)

ale aj adjungovani rovnicu

J=- (%—Z)T (AR)

podmienku transverzality

T
erRl:w(T):<§—g> x, ¢:R"— R (PT)
x
a podmienku maxima
H— max (PM)

NasSou snahou je pre takéto lohy odvodit nutné podmienky optimality vyjadrené po-
mocou (HF'). Pri tom pouzijeme PPM pre autonémne tlohy sformulovany v predchadza-
jucej Casti. Prevedieme naSu neautonémnu tlohu na autonémnu (vysSej dimenzie). Na
tuto tlohu aplikujeme PPM a potom ziskané podmienky naspit prepiseme pomocou (HF).

Oznaéime t ako novi stavovil premennt z"+! :=t. Zrejme

Tq

P, e (1) — o, x"“(T):{ »
volné

Potom dostavame Standardni UOR (autonémnu, s volnym ¢asom), dani diferencidlnym
systémom

i = f(z"" 2,u), t€Eto, T]), T — volné (1)

=1,

s pociato¢nou podmienkou

z(to) = o (2)
$n+1(t0) = to

a cielovou mnoZinou zadanou alternativne ako
Co = {(z,2"™) |z € C, 2" € R} = {(z,2"*") | g(x) = 0}, (3a)
ak povodna tuloha bola tloha s volnym ¢asom a

Gy = {(2,2") | g(x) = 0,a" " — T, = 0}, (30)

ak povodna tloha bola s pevne zadanym casom T = Ty.
14



Zrejme ohranicenia na riadenie zostani nezmenené
u(t) e U, tE€ [to,T] (4)

a ucelovt funkciu dostaneme v tvare
T
J = fO(z" 2, u) dt — min (6)
to

NapiSme teraz pre tito ”vlnovkova” tlohu podmienky PPM. Pretoze ” vinovkova” tloha
méa n + 1 rozmernt stavovi premennt, tak aj adjungovand premenna bude mat ten isty

rozmer a teda 1,5 = (WKLI ), kde ¢ € R™. Potom zrejme

H=y9 0 + T f =0 f0 + T f 4 gntfmtl = H 4+ (1) (HF,)

pretoze f**t! = 1. Z tohoto vztahu vidiet, Ze podmienka maxima

H — max (PM)
ueU
je ekvivalentnd podmienke
H — max (PM)
uc

a teda podmienku maxima mame vyjadrenti pomocou (HF). NapiSme teraz adjungovant
rovnicu pre vlnovkovi tlohu.

()= () () C5)7) () om

i 1
wn—{—l o f0 of Y ¢n+
8In+1 8In+1 8In+1
. afntt afntt , . ~ .
Pretoze ir = 0 a 355r = 0, tak posledni rovnicu zapiSeme v zlozkovom tvare

ako
. 90 T of T
i=-v () (%) v (AR)
P of

,d'}n—i—l - ,(/)0 0
Oxntl  Qgntl
Podmienku transverzality napiSeme najprv pre pripad cielovej mnoziny C, (povodna

tloha s volnym casom).
89" -
(oien ) = (L, ) )

Oxntl1

0 (AR+)

Pretoze v tomto pripade je % = 0, tak rozpisom (PT) do zlozkového tvaru dostaneme

Y(T) = (%)Tx, PT)

15



" HHT) = 0. (PTv+)

V pripade cielovej mnoziny C, (pdvodna tloha s pevnym ¢asom) dostaneme

(40) (B %) () -

Oxrntl1 Oxrntl

v n+1 /
Pretoze amax =0a % = 0, tak dostavame

s = (2) (P)

PN T) = X (PTp+)

Nakoniec napiSeme podmienku stacionarity pre vlnovkova tlohu
YO0+ T f = H g™t =0 (PS)

V nej vystupuje veli¢ina ¢ *1(t) pre ktortt mame rovnicu (AR+) a pripadne aj koncovi
podmienku (PTv+), ak bola pévodna tloha s volnym ¢asom. Ked ”dosadime” tieto
informécie do (155) dostavame, 7e v pripade, Ze povodna uloha bola (neautonémna) s
volnym c¢asom, tak

H|i—r = 0.

V pripade, Ze povodné tloha bola (neautonémna) s pevnym ¢asom, tak podmienka sta-
cionarity neplati (H sa rovnd neznamej funkcii). Zaujimavy vysledok dostdvame, ak
povodna tdloha bola autonémna s pevnym ¢asom. Vtedy adjungovand rovnica (AR+)
pre "1 ddva ¢t = 0, z Eoho vyplyva, ze "+ je konstantné. Dosadiac toto do PS
dostaneme

H = konst.

Tieto vysledky mdzeme sformulovat do vety.

Veta. Oproti SUOR (autondmna s volngm casom) sa pre tilohy

) neautonomne s volngm casom
b) neautonomne s pevngm casom
c) autonomne s pevngm casom

Y

zmeni znenie PPM iba v (PS). To znamend miesto podmienky

~

H(&(t),at),v(t),v°) =0, Vtelo,T].

mdme v jednotlivyjch pripadoch nasledovné podmienky
a) H(z(T),a(T), 4% ¢(T)) =0
b) Ziadna podmienka
¢) H(&(t),a(t),v° ¢(t)) = konst., Yt € [ty, Tal, kde Ty je dand hodnota koncového
casu.
16



Priklad : Riesme nasledovni UOR

T =

u t€ty,T], T — pevné

z(0) = zy,

u(t)

J =

€ [0,1]

Ty
/ (u— x)dt — min.
0

Riesenie: Zrejme ide o autonémnu tlohu s pevnym ¢asom a volnym koncom. Analyzujme
najprv podmienku transverzality

7 nej dosavame, ze
Adjungovana rovnica ma tvar
Jej vSeobecnym riesenim je

a rieSenim spliajicim aj (PT) je
Podmienka maxima ma tvar

7 ¢oho dostavame

a rieSenim tejto podmienky je

$(T) =0 (PT)
Y0 = —1.
) =—1. (AR)
P(t) = —t+c
() =T —t.
& —u+pu — max (PM)

u€[0,1]

(¥ — 1)u — max

u€[0,1]

1 >1
u=<¢0 P<1
? A1

Tym sme vyjadrili u ako funkciu . Na§im cielom je vyjadrit riadenie ako funkciu ¢asu.
Preto budeme analyzovat 1 (t). KedZe 1 je klesajica linedrna funkcia, pripad ¢ = 1, v
ktorom wu nie je urcené, moze nastat (v intervale [0,7]) najviac raz. V takomto bode
urcéime riadenie ako limitu sprava. MoZu nastat dva pripady. Bud je T' < 1 a potom aj

(a) »(t)

T—t<1,

Vte[0,T] = u(t)=0, Vtel0,T]

alebo je T > 1 a v bode t; =T — 1 je 1p(t1) = 1. PretoZe 1(t) je klesajica, tak

P(t)>1 Vielo,

(b) Pt)<1 Vite[T

T —1]
1, 7]

1
0

tel0,T—1]
te[lT—1,T]

| =t

Vypocitajme odozvy pre oba pripady dosadenim prislusnych riadeni do stavovej rovnice.
(a) T<1: &=0= z(t) = const a z podmienky z(0) = 2o = z(t) =

b)T>: =1
F=0 te[l—1,T] =

= xz(t)

tel0,T—1] = z(t)=t+zpax(T—1)=T—-1+x

(s

t+$0
—1+JJO

17
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5. POZNAMKY

5.1 PPM a tloha variaéného poctu.
V druhej kapitole sme sa zaoberali zakladnou tlohou varia¢ného poctu

T
minJ:/ Ot z, x)dt
0

za podmienok z(0) = zg a 2(T) = zp.
Pre niu sme odvodili Eulerovu rovnicu

V pripade, ze x7 bolo volné, tak sme dostali navyse f|;—r = 0 a v pripade, ze T bolo
volné (f° — f2i)|;=r = 0.
Tito tilohu mézeme naformulovat ako UOR nasledovne

t=u, te€l0,T], T dané
z(0) =xz9, «(T)=2xr
T
min .J :/ Ot z, u)dt
0

Je to neautonémna tiloha s pevnym ¢asom bez ohraniceni na riadiace a stavové premenné
(ozna¢ime ju Ul). Adjungovand rovnica pre dand tilohu ma tvar

. o\ "

AR — 0 2
(AR)) b= (%)
a podmienka maxima je
((PM)) POfO(t @ u) + 9T u — max
Ak by 9° = 0, tak by sme v predchadzajticej podmienke hladali volny extrém linedrnej
funkcie a teda takato tiloha by nemala rieSenie (1) # 0). Preto 1 = —1 a teda dostavame

. aroN”

1 S
(1) = (%)
(2) —fOt, 2, u) + pTu — max

Z podmienky maxima vyplyva, ze

(3) —%—j:)Jr@bT:o vt € [0, 7).
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Pretoze podmienka (3) plati V¢ € [0,T], tak aj

dofo .

P A T:
dt Ou +v 0,

¢o spolu s (1) a stavovou rovnicou dava

dop  of

it o7 | on

Dostali sme Eulerovu rovnicu. To znamena, ze z PPM pre Ul dostaneme Eulerovu
rovnicu.
V pripade, Ze x(T) je volné, tak PPM déva podmienku transverzality ¢ (T) = 0 ¢o po

dosadeni do (3) dava
v = (%) <o
ot ) o_qp

V pripade, 7e T je volné, tak PPM déva H|;—r = 0. To znamena, Ze

(= +¢"%)|ter =0

of° .
<—f0 + 8—];.T> |t:T =0
5.2 Poznamka o °.

(1) Pre tlohu min J stacilo uvazovat ¢* = —1 alebo ° = 0.

(2) Pozname niektoré pripady, ked uz z tvaru tlohy vieme vylacit pripad ¢° = 0

- tiloha s volnym koncom (= ¢(T) =0 = 2 #0)

- ak f je linedrna v u a nemame ohrani¢enia na u(= 1° # 0 inad¢ by PM nemal rieenie).

V ekonomickej literattire sa ¢asto mozno stretnit, 7e je automaticky kladené ° =
(lebo ide zvy¢ajne o tilohy na maximum), bez overovania moznosti ¢° = 0. Nasledujtci
priklad ukaze, ze takyto pripad moze nastat.

Priklad.
t=u* t€][0,T],T — pevné

z(0)=2(T) =0
min J = /T udt

RieSenie: V tomto pripade je riadenie u(t) = 0 jediné pripustné rieSenie (pretoZze pre iné
u(t) je odozva z(t) rasttica a teda nemdze spliaf pociatocnt aj koncovit podmienku).
Teda u(t) = 0 je aj optimalne a malo by spliiat PPM.

u 4+ Yu® - max
u

Nech 9° = —1. Potom
—u+u® - max
u
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a pretoze to je tloha na volné maximum
(4) 2pu—1=0
z ¢oho dostavame

(5) =

Adjungovana rovnica pre tito tlohu ma tvar

¥ =0 = 1(t) = konstanta = A

Zrejme A # 0, lebo ina¢ (4) dava —1 = 0. Vidime teda, Ze optimélne riadenie u(t) = 0
nie je v tvare (5) a teda nespliia PPM s ¢ = —1. Teda u(t) = 0 musi spliiat PPM s
YP? = 0 a teda

(6) Yu? — max
Ak A < 0 tak u = 0 je naozaj rieSenim (6).

6. PPM AKO PROSTRIEDOK KVALITATIVNEJ ANALYZY

PPM umoznuje ziskat kvalitativne vysledky aj pre vSeobecne zadané tlohy. UkaZeme
si to na tlohe o optiméalnej spotrebe, ktorti sme sformulovali uz skor a riesili ako tlohu
variacného poc¢tu. Pripomenme si formulaciu tlohy:

K=:K-C
K(0) =Ko >0
K(T):KT>0

max / SO di — min / e u(o) dr

Tiato dlohu budeme rieSit iba pri vSeobecnych predpokladoch Us > 0, Use < 0. To
znamena, ze napriek tomu, zZe nebudeme poznat konkrétny tvar funkcie U, budeme vediet
pomocou PPM odvodit niektoré zaujimavé kvalitativne vysledky o spravani sa optimal-
neho riesenia.

RieSenie :
(PS) nie je, kedze mame tlohu s pevnym koncom
- O(—e PU(C(t))) O(iK — C) . &
_ 0 o - _ — ti

(HF) H = % 8U(C(t)) + (iK — C)

— e U (C) + Y (iK - C) — max
20



keby 9° =0 = mgxw(iK—C) = P max pre a # 0

= P=-1= mgx(e—”U(C) +9¢(iK - C) & mgx(e—”U(C) +ae T (iK - O))

H A , A .
Z—C — e PUC)—ae =0Vt = U(C) = ae (79
d 3H . —t57 A —t0 717 A A . —t3 _
90 de”U(C(t) +e U((C(t)C(t) + aie™ =0

e (—o0U + UC’) = —qie "
—6U + Ué’ — e ti=9)
U+ UC = —iU

Ui —8) = —UC
i

8 = —2C

(-8 =

Ak i > & potom C > 0 a teda spotreba rastie v ase.
Ak 7 < 6 potom spotreba klesa .
Ak 7 = 6 potom spotreba je konStantna .

To znamend, ak trokova miera i je vi¢Sia ako spotrebitelova miera netrpezlivosti 4,
tak vznika tendencia odkladat spotrebu na neskor a teda tok spotreby raste v ¢ase.

V pripade, 7Ze budeme Specifikovat funkciu spotreby ako U(C) = In(C'), mdzeme vy-
pocitat riadenie a odozvu v zavislosti od parametrov T', Ko, K,1,0.

Priklad: Uloha o pldnovani vyroby.

Firma dostala objednavku v ¢ase T' dodat B jednotiek vyrobku. Snazi sa najst plan
vyroby na splnenie objednavky za minimalnu cenu. Pritom predpokladame:

- jednotkova produkénd cena rastie linedrne (s konStantou ¢; > 0) s rychlostou pro-
dukcie

- jednotkové cena za skladovanie vyrobkov je konstantnd (=cy > 0).

Oznacme

- z(t) mnoZstvo vyrobku vyrobeného az do ¢asu t (akumulovana vyroba). Teda z(0) =
0, z(T) = B.

- u(t) produkéné rychlost (rychlost zmien v zdsobe vyrobku). Teda &(t) = u(t), u(t) >

Celkova cena (vydavky firmy) v case t:
cru(t)@(t) + coz(t) = c1(u(t))® + cox(t)

Ulohou je uréit u(t) tak, aby
T
J = / (cru® + coz)dt — min
0

Dostali sme nasledovni UOR:



T
J = / (cru® + cox)dt — min
0

Moznym produkénym planom by mohlo byt produkovat rovnomerne rychlostou
u——:>a::%t2>J:clBT2+02%

Toto je sice pripustny plan vyroby, ale nie je optimalny.

N&ajdime riesenie PPM. Zrejme

=9l (AR)

YO (cru® + cox) + Yu — max (PM)
u
Vyltaéme pripad ¢ = 0 Ak by 4° = 0, potom z (AR) vyplyva, Ze v je konstantné a PM
ma tvar 1u — max,>o. Z PM potom vyplyva, ze ak 1) > 0, tak neexistuje rieSenie PM,
ak 1 < 0, tak u = 0, ale to nie je pripustné riadenie (odozva nespliia koncovii pod-
mienku).
Preto mézeme polozit ¢ = —1. Potom

b =co = (t) = tes + k

—(c1u® + o) + pu — max (PM)
©>0
Volny extrém splia
Y

2ciu+ Y =0=>u=—
261

Preto rieSenim PM dostavame

u:{% ak 1 >0,
0 ak <0

PodTa toho, aké znamienka mdoze nadobudat ¢ na intervale [0, T'], dostavame tri moZznosti.
(a) Ak ¢(t) <0 Vt € [0,T], potom u = 0, ale takéto riadenie je nepripustné.
(b) Ak 9(t) > 0 Vt € [0,T], t.j. cot +k >0 Vt € [0,T], tak (z ¢ = T) mame, ze
k>0a
Czt + k
201

u(t) =

. Dosadenim tohoto riadenia do stavovej rovnice a postupnym pouzitim pociatoc¢nej a
koncovej podmienky dostavame

, Vtel0,T]

:b(t):ciik
x(t):% 2k—ct1+0
x(O)zOéx(t):%+2k—ctl
B:x(T):,k:%%B—CZTT
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Ale pretoZe v tomto pripade musi platit k& > 0, tak dostavame

T <9, /B4
C2

(c) Poslednd moznost je, ze existuje t1 € (0,T) také, ze 1(t1) = 0. PretoZe 9 je rastica,
tak zrejme
P(t) <0, te€(0,t]

P(t) >0, te (t1,T]

a tiez
0=1(t1) = cot1 + k, t.j. t1 = —%, pricom zrejme k < 0. Mame teda

k
O<t1=——<T
C2

u(t) =

{0 telfo,—£]

—alth e [-E T

201

Dosadenim riadenia do stavovej rovnice dostavame

tel0,——]: z(t)=0, z(0)=0 = x(t)=0,
C2
k cot + k cot? k
tel——,T]: t) = )= 22—+ "t+D
[ Co ] *) 2cy *) 4cq +201 +
k cok? k2
0=x(——) = D=
= Co 40103 2c1co +
7 ¢oho dostavame
kZ
D =
46162
a teda ) )
k Cot k k
te[——,T )= > + —
[ C2 ] 33'( ) 461 + 261 + 46102

Dosadenim do koncovej podmieky z(T) = B dostaneme , Ze

k= 2\/ ClczB — CzT

0 te[0,T — /B8]
ca

L2 (t —T42,/%)  te|T—2,/8% 1]

201 Cc2 C2 ?

a teda z (1) dostavame

u(t) =

To je v pripade, ze

B
T2,/ 2%
C2

a teda, ak je T dost velké, tak chvilu nevyrabame ni¢ a potom postupne zvicSujeme
rychlost produkcie.
23



7. PPM PrRE BOLzZOVU ULOHU

Pod Bolzovou tilohou rozumieme UOR, kde t¢elova funkcia obsahuje aj fukciu koncov-
ého stavu systému, t.j., je to tloha

&= f(t,z,u), tel0,T],T —pevné alebo volné
z(0) = xg
9(z(T)) =0
uelU
T
I= [ ftmude+ o)
0

kde ¢ : R™ — R. Pre tato tlohu chceme odvodit nutné podmienky optimality. Je
zrejmé, ze tieto podmienky budi rovnaké ako pre ulohu, kde ku J bude pripocitana
konstanta, t.j. tcelovou funkciou bude

J:A 1Ot 2, w)dt + p(x(T)) — o((0).

Podmienky odvodime tak, ze J prevedieme na Lagrangeov tvar:

= [ Pesaas [ Geawnd = [ 100+ @ ol

To je uz tloha v standardnom tvare. Aplikujeme na nhu PPM. Dostaneme adjungovani
rovnicu

b= (%(f(’ + so’f))TwO - (%)T@Z (AR)

z ¢oho po tuprave dostavame

s of° ’ 0 0% ’ 0 dp Of g 0 of T
‘”“(%) v ‘(@) v ‘(%%) v ‘(%) v

Podmienka transverzality ma tvar

I : mﬂ—(@QT (PT)
X =13, ) x
a podmienka maxima B .
V)T = max (PM)

Upravou dostavame

YOO+ 9T f  — max
uelU

kde sme oznadili ~
'l/)T — 1/)090/ + ’l/)T
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£.j. )
o=+ (0"

Vyrobme pre tto nova premenntu diferencidlnu rovnicu
b=+ L (0T
dt
w'__ 3_f0 Two_ 32_"0 T¢0_ %g Two_ % T1;+w0 32_g0 '
N ox 0x? Ox Ox ox 0x?
o\ T af\ T . oo\ T of\ "

== (a) P° — <3—$> ((90/1/)0)T +¢> == (a) P — (8_x> Y (AR)
¢o je adjungovana rovnica v §tandardnom tvare. Akd koncovi podmienku bude spliat
P?

— a<PTo_agT 3€0T0
@ =i+ () v = (%) x+(52) v (PT)

Vidime, Ze jediné, ¢o sa zmenilo oproti Standardnému, je podmienka transverzality. Odvo-
deny vysledok mozeme sformulovat do vety.

Veta: PPM pre Bolzovu tlohu:. Nech i(t), #(t), t € [0,T] si optimdlne pre BU.
Potom 3(¢°,(t)) # (0,0), ° < 0 také, Ze o(t), 2(t), a(t) spliaji (AR),(PT),(PM) a

(PS), kde
¢:—(%—ff)%0—(§—§)% (AR)
s om = (2) e (22) (PT)
H(&,a,¢°, ) = rzfleagH(:fz,u,wo,w), vt € [0,T] (PM)

H(z,u, 9% ) = 9 f(x,u) + 7 f(z,u)

= konstanta — autonomna, T-pevné
H(z,a,9° )¢ =7 =0 — neautonémna, T-voiné (PS)
=0 — autondmna, T-volné

Priklad: Obchodovanie s komoditami.

Pri obchodovani s komoditami (takymi ako pSenica, kdva, nafta) obchodnici nakupuji
a znova predavaju komodity s cielom ziskat profit. MoZnost tispechu zavisi na sezénnych
a dlhodobych zmenach ceny komodit. Velka ¢ast umenia tspesného obchodnika zavisi od
schopnosti robit presni predpoved budicich cien komodit na ¢o mozno najdlhsie obdobie.
Ked je urobend predpoved ceny, je mozné formulovat tlohu:

- urc¢it, kedy maji byt komodity naktpené, kedy predané a kedy méa byt obchodnik
pasivny. Ak je predpoved ceny urobené na obdobie dlzky T' (T dost velké), potom tilohou
je maximalizovat aktiva v ¢ase T. Aktiva v ¢ase T pozostavaju z hotovosti a komodit,
ktoré vlastnime v case T.
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Neskor, ked je zaznamenané skutoéné chovanie ceny, je moZzné vypocitat, aky by bol
byval maximalny profit, keby toto chovanie bolo zndme a bola by pouzitd optiméalna
stratégia. Porovnanie medzi realizovanym a optimalnym profitom by mohlo byt pouzité
ako indikator na meranie obchodnikovych schopnosti.

V praxi st operacie predaja a nakupu diskrétne, tu vsak pouzijeme spojity model,
ktory je prehladny a lahky na dalSiu analyzu.

Formulacia ako UOR:

x'(t) mnoZstvo hotovosti v case t,

22(t) mnoZstvo komodity v case t,

p(t) cena v Case t - dand funkcia,

u(t) rychlost preddvania, (—1 < u < 1), zdporné hodnoty predstavuji nakupovanie

Vlastnenie komodit vyzaduje poplatky za skladovanie, ktoré si timerné mmnozstvu
drzanych komodit (s konSantou timernosti s > 0)

sz? cena za skladovanie mnoZstva komodity x5 za jednotku ¢asu

Stavova rovnica ma tvar

ot = p(t)u(t) — sz?(t)  z'(0) = a

72 = —u 2(0) =a®* >0

kde predpokladame, Ze zaciname v case t = 0, kedy vlastnime komodity o mnozstve
as > 0 a mame k dispozicii hotovost a; > 0. Konecny stav nie je urceny, ale cielom je
maximalizovat aktiva v ¢ase t = T, t.j.

oM (T) + p(T)2*(T) — max

Aplikacia PPM:

(PM) Y (pu — sx?) — p?ulto max
u€e[—1,1]

(W'p — ) u — YPlsz? - max

u€[—1,1]
1 ak Ylp — 9% >0
u=< —1 ak Plp — 2 <0

neuréené  ak ¥'p— 9?2 =0
(AR) pt=0 =) =1
P2 = syt = 3(t) = st + k

(PT) I (T) = —y° =1

*(T) = —p(T)yp° = p(T)



Tu sme polozili ¥ = —1, lebo predpoklad ° = 0 dava ¢(T) = ¢*(T) = 0, ¢o spor s
PPM. Teraz mozeme najst riesenie AR splhajtice podmienku transverzlity, ktorym je

1
s(t —T) +p(T)

Y'(t)
Y2 (t)

Dostavame teda

u(t) = sgu(y’ ()p(t) — ¢*(8)) = sgu(p(t) — p(T) + s(T — 1))

a teda riadenie vieme urcit pre lubovolni cenovi funkciu p(t).
Nech napriklad cenova funkcia je dana nasledovnym predpisom

£ — Po — pit ak t € [0,T/2]
( _{p0+p1(t—T) ak t € [T/2,T]

kde pg,p1 > 0. To znamend na polovicke uvazovaného obdobia najprv cena klesa
rychlostou p; a na druhej polovici rastie tou istou rychlostou, v dosledku ¢oho p(0) = p(T).
Oznacme

v(t) == p(t) —p(T) + s(T —t)

Je Tahko vidiet, Ze

(t) = { sT — t(p1 + s) t e [0,T/2]
WIEN TG —p) it —s)  te[0,T/2]

Znamienko funkcie v(t) rozhoduje o tom, aké bude riadenie. VSimnime si, Ze

to znamena, Ze spojita funkcia v(t) za¢ina kladnymi hodnotami a konéi v nule. Nadobudne
niekde aj zaporné hodnoty?
Vidiet, 7ze na intervale [0,7/2] je vzdy klesajaca. Na intervale [T//2,T] jej spravanie
zavisi od znamienka vyrazu p; — s. Uvazujme vSetky tri moznosti:
(a) s > p1
t.j. v(t) je aj na [T/2,T] klesajica a v(T) = 0 = v(t) >0 Vt € [0,T] = u(t) =
1 22%(t) = a® — t To znamend, e cena za skladovanie priliz vysokd a teda preddvame
maximaéalnou rychlostou.
(b) s <mp
To znamend, %e na prvom intervale v(t) klesd a na druhom rastie do nuly. = 3t, €
[0,T/2]: sT —ts(p1+s)=0=1t,= pfis =
{ 1 t€0,t]
u =
-1 t€ts, T]

To znamend, Ze najprv predavame maximalnou rychlostou a potom v urcitom predstihu
pred zmenou vyvoja ceny zacneme maximalnou rychlostou nakupovat.
(c) s=m
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V tomto pripade dostavame
sT — 2ts te0,7/2]
u(t) =
0 te[T/2,T]

1 te[0,T/2]
u(t) = .y
neurcené ¢ € [T/2,T)]
pricom pre cenu plati p(t) = st +pg —sT =p=s tec[T/2,T] Ukidzeme, 7e hodnota
ucelovej funkcie ¢(z(t)) sa v tomto pripade na danom intervale nemeni a nezdvisi od
riadenia. Zo stavovej rovnice mame

d

2l = —p(t)i(t) — sz2(t) = —— (p()z*(1) =

vt = —p(t)r*(t)+ K te€[T/2,T]
$(a(t) = —a' (t) — p()a*(t) = —p(t)z*(t) — k + p(t)a*(t) = —k, Vte [T/2,T]

To znamenad, %e v tomto pripade je na danom intervale optiméalne akékolvek riadenie
(z intervalu [—1,1]).

8. EKONOMICKA INTERPRETACIA PPM.
DYNAMICKE PROGRAMOVANIE PRE SPOJITE ULOHY.

V diskrétnom pripade sme mali dva teoretické a praktické nastroje na analyzu tloh
optimalneho riadenia:

-princip resp. pseudoprincip maxima (ako nutni podmienku) a

- rovnicu dynamického programovania (ako nutnt a postacujicu resp. len nutni pod-
mienku).

V spojitom pripade sme Pontrjaginov princip maxima uz formulovali a (na rozdiel od
diskrétneho pripadu, kde princip maxima plati iba za urcitych predpokladov pre tlohy s
pevnym ¢asom) tu plati za velmi v8eobecnych podmienok. Ako je to s rovnicou dynam-
ického programovania?

V diskrétnom pripade RDP predstavovala G¢inny nastroj na rieSenie tuloh a platila pri
velmi vSeobecnych predpokladoch. Uvidime, Ze v spojitom pripade je RDP nutnou a
postacujicou podmienkou optimality pri velmi Specidlnych a obmedzujicich podmienok.

NaSim cielom bude, bez nejakych velkych narokov na matematick presnost odvodit
RDP pre spojité tlohy a ukazat na stvis medzi RDP a PPM. Toto nidm umoZni zauji-
mavym sposobom interpretovat adjungovani premennu ako tienovi cenu, ¢o ma vyznam
pri rieSeni niektorych ekonomickych problémov.

8.1. Odvodenie RDP.
RDP odvodime pre SUOR s pevnym ¢asom. Kvoli [ahsej interpretacii budeme uvazovat
ulohu na maximum, to znamend, budeme sa zaoberat tlohou

z(s) = f(z(s),u(s)), s€[0,T], T - pevné

z(0) = xg
z(T) e C
u(s) €U, s€l0,T]

max /0 ' FO(x(s), u(s))ds
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Toto je tloha optimalneho prechodu z xzg do C na intervale [0,T]. V zavislosti od pocia-
to¢ného ¢asu 0 a pociatotného stavu zg ju oznac¢ime D(0,xzo). Podobne ako diskrétnom
pripade vnorime tuto tilohu do systému tloh

D ={D(t,x), t€[0,T], x € R"}

kde D(t, ) je iloha optimalneho prechodu z bodu = do C' na intervale [¢, T|. To znamena,
D(t, ) je UOR dan4 nasledovne

z(s) = f(z(s),u(s)), se€l[t,T], T - pevné
z(t) ==z

z(T)eC

u(s) e U, se€|t,T]

max Jy . (u(.)) = fO>z(s),u(s))ds

Dalej oznacime

Vit,z) = Ilrll(agc Jiz(u(.))

kde maximum hladdme cez v8etky pripustné riadenia u(.). Je zrejmé, 7e tato funkcia
nemusi byt definovand pre v8etky t € [0,7] a x € R™. Tato funkcia sa nazyva hodnotovd
funkcia pre systém iloh D. Podobne ako v diskrétnom pripade, aj tu plati

Princip optimality. Ak a(.), (.) si optimdlne pre D(t1,x), t1 < to < T, potom

a(.) | (1. T]’ (.) | 7 st optimdlne pre D(ta, Z(t2)) .

Dokaz. Je tplne analogicky ako v diskrétnom pripade (Veta 1 pre diskrétne tilohy).

Na zéklade tejto vety mozeme pre optimdlne riadenie @ a jeho odozvu % pisat @(t) =
v(t, z(t)), t.j., plati analégia Vety 2 (z casti skript pre diskrétne tlohy), ale len v jednom
smere. Opacnéd implikdcia vo vSeobecnosti neplati. Ak by sme totiz funkcie v(t,x),
ktoré mozu byt nespojité v premennej x, dosadili do stavovej rovnice, dostali by sme
diferencidlne rovnice & = f(z,v(t,z)) nespojité v stavovej premennej, pre ktoré neplati
klasicka tedria diferencidlnych rovnic.

Teraz odvodime RDP. Nech V(¢,z) € C' je hodnotové funkcia. Potom

T t+at T
V(t,x) = max/ Oz, u)ds = max / fO(z,u)ds + Oz, u)ds| =
u(s) J¢ u(s) t t+At
t<s<T t<s<t+At
t+at<s<T

t+at T
= m(a§< / fO(z,u)ds + max Oz, u)ds | =
u(s
t<s<t+4at K t+at<s<T

t+At
=  max U fo(x,u)ds+V(t+h,x(t+h))] =
tgsug(izrm K
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= max |fOx(¢),u())at+V(tx)+ (aa—‘t/(t,x) + %(t,x).f(r,u)) At+o(A t)]

u(s)
t<s<t+At

kde £ € [t,t+ A t]. (Pouzili sme vetu o strednej hodnote integralu na prvy scitanec a
Taylorovu vetu na druhy.) Porovnanim zaciatku a konca tohoto odvodovania dostaneme

O = x| P©.u€) & 1+ T few ol t>]
t<s<ttAt

Vydelime vyrazom A t a prejdeme k limite pre A t — 0. Dostaneme

—%—‘t/(t,x) = Iilgic {fo(a:(t), u(t)) + %Jc(xa U)]

okrajova podmienka : V(T,z) =0, Vz € C

Oznacme
G = {(t,z) | 3 prip. riadenie pre D(t,z) }

Veta. Nech
(1) Vmitro GO je husté v G
(2) V:G— R, VecC!
v:G—-UCR™,veC, v lipschitzovskd v x
(3) Kazdé riesenie x(s) diferencidlnej rovnice & = f(z,v(s,z)) spliiajice pocia-tocni
podmienku z(t) = & existuje na celom intervale [t,T] a splria : (T) € C, z(s) € G

pre vietky s € [t,T]
Potom v je optimdlna spatnd vizba a V je hodnotovad funkcia pre systéem uloh D vtedy a

len vtedy ked
oV oV
_W(tvx) = f0($,v(t,$)) + %(t,l')-f(l',’l](t,l')) =

= maye | 12 u) + O (1,2) ()|

V(T,z) =0, VYzeC.

Poznédmky :
1. V autonémnej tlohe je V(t,z) = V(z) a teda 2% = 0.
2. Predpoklady spojitosti a spojitej diferencovatelnosti kladené na funkcie v a V' nas

neuspokojuji, lebo su prilis silné. Vacsina tloh ich nesplna.

8.2. Vztah RDP a PPM.
V tejto Casti ukdzeme ako suvisi RDP s PPM (s (AR) a (PM)).

oV o o, 1
W(tvx)_‘_glea[}( f (.I‘,U)‘F%(t,x)f(x,u) -

oV oV
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Oznacme

Potom vztah (*) dava
fO(&,8) + 97 f(2,2) = max [£°(@,u) + 9" /(& u)]
¢o je (PM) s 9° = 1. Treba este odvodit (AR).

AV e P+ PV i = DY sy 2
dtox T otox ox2 "’ - otox or?

U (t, %) f (2, u)
Toto zatial vobec nepripomina (AR). Pomdzeme si pomocou RDP. Uvazujme RDP najprv
pre £ =1 , u=v(t, &) = 4. Zrejme

oV (t, %)

OV (¢, #)
1 +

P00+ S () =0
Teraz uvazujme RDP pre z lubovolné, a pre u = @ = v(t, &) Pre toto Tubovolne zvolené
x hodnota % nemusi byt tou, kde sa maximalizuje vyraz v RDP a preto

oV (t,x) + s, i)

N oV (t,z)
ot

S (o) <0

Funkcia na lavej strane posledného vyrazu teda nadobtda svoje maximum v bode z = Z.
Aplikujme nutné podmienky optimality

o (0V(t,x) oV (t,x)
ox ( *

S e+ D fa)  —o

To znamena

0%V (t, %) n of°(z, ) n 0%V (t, %)

Ozt Or Ox? f (@) Ox or 0
Dosadime do vyrazu pre 1/)
le _ _8f0(.i',1]) . 8V(t7§7) 8f('/i77 {I/)
or ox or
- 90 T of T
i=-(%) - (&) v .

a to je (AR) s 4% = 1.

Toto celé sme robili formalne a nestarali sme sa o opravnenost jednotlivych operacii.
Dalo by sa to urobit a korektne, pri formulovani urcitych predpokladov, cely vyklad by
vSak bol dlhy a neprehladny.
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8.3. Ekonomicka interpretacia PPM.

V predchéadzajucich ¢astiach sme hovorili o tom, ze PPM je dobrym nastrojom na kval-
itativnu analyzu ekonomickych tloh. Mnohé ekonomické problémy sa daju formulovat ako
ulohy optimélneho riadenia. Aplikdciou PPM na takéto tlohy sa daji odvodit mnohé
kvalitativne vlastnosti takychto tloh. Pri tom je mimoriadne doélezité, vediet spravne
ekonomicky interpretovat odvodené kvalitativne vztahy. K tomu je treba mat urcita
ekonomicku predstavu o veli¢indch vstupujicich do analyzy. O vstupnych veli¢inach,
pomocou ktorych formulujeme dany problém je zvycajne dobra ekonomicka predstava
(napr. x mnozstvo kapitdlu u vstup, rozhodnutia ovplyviujice mnoZstvo kapitalu, f°
uzitok, zisk, naklady). Vysledky analyzy vSak byvaja formulované aj pomocou pomoc-
nych veli¢in, ktorymi v pripade PPM st adjungované premenné. Preto je dolezité vediet
aj tieto premenné ekonomicky interpretovat.

Odvodili sme, ze adjungovand premennd, ktora vstupuje do formulacie PPM je vlastne
gradientom hodnotovej funkcie (podla stavovej premennej), t.j.

_ oV (t,x)

PO ==,

Pouzitim Taylorovej vety dostavame

V(t,x+ Az) = V(t,x) = a—‘;(t, z)Ax + o(Azx).
V pripade, ze Ax je jednotkovy prirastok, tak t(¢) vyjadruje linedrnu cast prirastku
hodnotovej funkcie, t.j. marginalnu hodnotu jednej jednotky kapitalového majetku v case
t. Kazda zlozka 1 (t) udéva, nakolko je cenné mat mali” jednotku premennej stavu z*(t)
za predpokladu, Ze sa pre zvySok planovaného obdobia bude planovat optimalne. Pritom
(1) je tienova cena, pretoZze nepredstavuje na kapitdlovom trhu panujicu trznt cenu, ale
iba firemn1, vnutornu, tctovnicku cenu, ktora hodnoti dodato¢nt jednotku kapitalu.
Odvodime, ze adjungovand premenna ma rozmer ceny. Ak tcelova funkcia ma rozmer
ekonomickej hodnoty (ako uzito¢nost, zisk, trzba, ndklady), t.j. predstavuje [J] = [cenal.[mnoZstvo]
a zlozky stavovej premennej maji rozmer mnozstva [r?] = [mnoZstvo], potom adjungo-
vana premenna ma rozmer ceny, lebo

oV

- [cena)[mmnoZstvol
Oxt’  [mmoistvo]

[¥*1(

= [cenal

Vsimnime si teraz, ze podmienku maxima z PPM mozno tiez ekonomicky interpretovat.
Podmienka maxima hovori, Ze v kazdom ¢asovom okamziku sa ma maximalizovat vyraz

H=f"+y"f=f"+¢"d

kde H je vlastne stic¢tom bezprostredného zisku a hodnoty zmeny kapitalovych zasob.
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